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SOBRE LA PORTADA

La ascendencia de las matemadticas

El origen de las matematicas se puede remontar a la civilizacidn egipcia, pues desarrollaron un sis-
tema numérico aplicable a multiples campos como, por ejemplo, la medicina. Una muestra de esto
es el papiro Ebers (1), que data del s. XVI a.C., una coleccién de remedios populares que van desde
féormulas para combatir las migrafias hasta pastas anticonceptivas. En cada uno, las cantidades de los
ingredientes se indican usando este primer sistema numérico.

Mas adelante, los griegos transformaron la forma de entender las matematicas. No eran ya solo he-
rramientas utiles en actividades cotidianas, sino una explicacién del mundo. La obra griega mas im-
portante es los Elementos de Euclides (2, version arabe datada del s. XIII d.C.), escrita alrededor del
s. IV a.C., una recopilacion de proposiciones geométricas que asentaron la base para todo el trabajo
posterior, trascendiendo siglos.

En la Edad Media, la matematica china también jugé un papel importante. No es por nada que el
Teorema del resto se apellide como se apellida. Otros que también estuvieron presentes fueron los
arabes. En la portada se puede ver el tridngulo de Pascal, pero ;por qué no el de Jia Xin (3.2)? ;0 el
de Al-Samawal (3.1)?

Avanzando en el tiempo, en el s. XVII, Descartes no se content6 con revolucionar la filosofia, sino que
también lo hizo con las matematicas, y en particular con su libro titulado La Geometria (4).Y de cerca
le sigui6 Newton, con sus fluentes y fluxiones (5, manuscrito de 1666), que fluyeron hasta nuestros
dias para darnos lo que conocemos como funciones y derivadas.

Con la portada de este nimero, queriamos ilustrar el rocambolesco parecido que encontramos entre
el matematico y el escalador. Paso a paso, nos apoyamos en resultados y caminos creados por otros
que han venido antes que nosotros, con la esperanza de asentar una nueva meta, de llegar a una nue-
vo peldano desde el que contemplar el vasto y hermoso paisaje de las matematicas.

ASOCIACION B

QED es una asociacién que surge como iniciativa de los
estudiantes de Matematicas de la Universidad Autonoma
de Madrid. Esta asociacion pretende acercar las matema-

ticas al resto de estudiantes de la Facultad de Ciencias a
través de diversas actividades.

Como parte de estas actividades se elabora la Revis-
ta QED, en la que se incluyen articulos divulgativos,
fragmentos de historia de las matematicas, acertijos,
problemas, y mucho mas.

ENCUENTRANOS EN

Portal Web
(http://matematicas.uam.es/~qed/)
Instagram (@qed_uam)

Twitter (@qed_uam)

B NUESTRO NOMBRE

Quod erat demonstrandum, abreviado como QED, es
una locucion latina que significa ‘lo que se queria
demostrar’. Tiene su origen en la frase griega dmep
£8e1 6et8ou (hoper édei deixai), que usaban muchos
matematicos antiguos, incluidos Euclides y Arqui-
medes, al final de las demostraciones para sefialar
que habian alcanzado el resultado requerido para la
prueba.

Hoy en dia, el uso de las siglas QED es cada vez
menos frecuente, y en la mayoria de las situaciones
se ve sustituido por simbolos, como el cuadrado

relleno ().
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Las matematicas del cubo de Rubik

El rey de los juguetes en todo el mundo; el cubo de Ru-
bik, siempre va de la mano de una de las mas importan-
tes ramas matematicas: la teoria de grupos.

Explorando el poder de las simetrias

Ecuaciones y simetrias: dos conceptos primordiales de
las matematicas, aparentemente inconexos. Una vez
mas, las apariencias pueden resultar engafiosas.

Las bambalinas de la informacion: una mira-
da profunda a la Teoria de la Comunicacién

Avances matematicos en este campo han hecho posible
que hoy en dia vivamos en el mundo digitalizado que
conocemos. Pero ;como se ha llegado hasta aqui?

SECCION ESPECIAL SOBRE
MATEMATICAS Y FILOSOFIA

/I PARA COMERSE\

EL COCO

:;Son las matematicas un acto de
fe? Los Teoremas de Incompleti-
tud y el corazon de las matema-
ticas.

Los dos teoremas de Gddel que cambiaron la

historia de las matematicas nos ofrecen una
nueva forma de interpretarlas.

:Son las verdades aritméticas
verdades ldgicas? Logicismo
para el siglo XXI

Hace sesenta y dos afios, el l6gico y matematico
L. Henkin revivia una de las eternas disputas
sobre el indispensable papel de la logica en las
matematicas, una que pone en duda la natura-
leza de teoremas y proposiciones por igual.

Entrevista a Mara Manzano

La profesora emérita M. Manzano, una eminen-
cia en Filosofia, reflexiona sobre el papel de la
légica en la ciencia, en la educacién, en su vida
y en la de aquel que quiera dedicarse a ello.

J'ai un réve (Tengo un sueiio)

El (curioso) motivo por el cual el célebre fil6so-
fo Descartes decidié dar un giro de mradianes y

Kdedicarse a las matematicas. /

42

44

46

48

B MATEMATICA
RECREATIVA

Acertijos

Para resolver un rompecabezas, tan solo se necesita
una mente agil para saber lo que el tramposo y astuto
creador del puzzle esta pidiendo.

Soluciones en la pdgina 55

B CULTURA

:(Qué fue primero, los decimales o las
sumas infinitas?

La cuestion del huevo y la gallina no esta clara, pero si
la de los decimales y las sumas infinitas. Y la respuesta
es contraria a la que uno espera.

Reseiia literaria: Apologia de un mate-
madtico, G. H. Hardy (1940)

El matematico Hardy dialoga con el poeta Housman so-
bre la estética de las matematicas.

B ACTUALIDAD

Hallazgos matematicos en 2023:
;ciencia viva o inmortal?

Las matematicas, al igual que lo mas profundo del
océano, todavia no han sido exploradas del todo. Des-
cubramos cudles han sido las veinte mil leguas de viaje
matematico de 2023.
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Las matematicas del cubo

de Rubik

El rey de los juguetes en todo el mundo; el cubo de Rubik, siempre va de la
mano de una de las mds importantes ramas matemadticas: la teoria de grupos.

Texto e ilustraciones por Raquel Izquierdo Pato, estudiante de Matemdticas de la UAM

1. Introduccion

El cubo de Rubik es uno de los rompecabezas mas popula-
res de la historia. Practicamente todos los aficionados a las
matematicas hemos tratado de aprender a resolverlo en al-
gin momento de nuestras vidas. Creado por el arquitecto y
escultor Erné Rubik en 1974, este juguete es considerado el
mas vendido del mundo, con mas de 450 millones de cubos
distribuidos hasta 2020. Su fama se explica sola en cuanto
tenemos la oportunidad de tenerlo en nuestras manos un
rato. La cantidad de maneras diferentes que existen para re-
solverlo, o los patrones bonitos que podemos hacer con él,
son solo dos de los objetos de estudio que han motivado que
expertos de todo el mundo le hayan dedicado mucho tiempo
de investigacion.

En concreto, en este articulo veremos cdmo la teoria de gru-
pos nos puede ayudar a comprender mejor la estructura del
cubo y sus caracteristicas principales. Recorreremos prime-
ro los conceptos matematicos necesarios, y después analiza-
remos cudles son las configuraciones que se pueden dar en
un cubo de Rubik.

2. Teoria de grupos

En matematicas, un grupo es una estructura algebraica for-
mada por un conjunto no vacio G dotado de una operacién
binaria (es decir, que opera dos elementos para devolver
otro) que cumple una serie de propiedades:

- Operacion interna: Cuando operamos dos
elementos cualesquiera de G, obtenemos otro
elemento que también pertenece a G.

*:GxG->G

- Elemento neutro: Existe un elemento e en G
tal que:

g+xe=exg=gparatodogenG.

- Elemento inverso: Para todo elemento g de G,
existe g' en G tal que:

gxgl=glxg=e

- Asociatividad: Para cualesquiera tres elemen-
tos g, h, k de G se tiene que:

(g*h)*k=g=(h=*k)

Veamos un par de ejemplos sencillos. Al escoger los niime-
ros naturales (sin el cero) con la operaciéon suma, no esta-
mos frente a un grupo ya que carece de elemento neutro.
Es decir, necesitariamos que existiera un nimero e en G tal
quee+1=1y1+e=1. Nosotros sabemos que ese ha de
ser el 0, pero este no pertenece al conjunto que acabamos
de definir. Por lo tanto, no estamos ante un grupo. Distinto
es el caso de los nimeros enteros con la suma. Ahora si que
tenemos elemento neutro (el 0), la operacion es cerrada (al
sumar dos enteros obtenemos otro entero) y todo elemento
2 tiene un inverso —z ya que x + (—x) = 0. Por ultimo, com-
probamos que la propiedad asociativa también se cumple, y
concluimos que ahora si que estamos ante un grupo.

Un tipo de grupo muy especial, y que nos va a ser util en
el resto del articulo, viene dado por el grupo de permuta-
ciones. Este viene dado por las funciones biyectivas de un
conjunto en si mismo con la operacién composicién de es-
tas funciones, es decir, el conjunto de todas las maneras en
que podemos reordenar los elementos del conjunto. Vamos
a ver un ejemplo sencillo: el grupo Sa. Este es el grupo de
permutaciones de los elementos 1, 2, 3, 4. En este caso exis-
ten 24 permutaciones posibles:

1—-1 1—-1 1—-1 1—-1
22 22 2—-3 2—-3
3—-3 3-4 352 3-4
4 -4 43 4 -4 42
1—-1 1—-1 12 12
24 24 2 -1 2 -1
3—-2 3—-3 3—-3 3—-4
4 -3 4 -2 44 4 -3
1-2 1-2 1-2 1-2
2-3 2-3 254 254
31 354 3-3 3—-1
44 4 -1 41 4 -3
1-3 1-3 1-3 1-3
21 21 252 252
352 34 351 3-4
4 -4 4 -2 4 -4 4 -1
1-3 1-3 1—-4 1-4
24 24 251 251
32 31 32 3—-3
4 -1 4 — 2 4 -3 4 -2
1-4 1-4 1-4 1-4
22 22 2—-3 2—-3
31 3—-3 352 3-1
4—-3 4 -1 4 -1 4 -2

ARTICULOS =
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Cada permutacién de las anteriores se puede describir en
forma de ciclo de la siguiente manera:

1—14 1—2 1—1
2—1 2—1 2—2
3—2 3—4 3—4
4—3 4-—3 4-—3
(1.234) (12)(34) (1)(2)(3 4)
[]
(3 4)

En la expresion en ciclos de la primera permutacién, se en-
tiende que el nimero 1 va a parar a la posicion del 2, el 2 va
al 3,el 3al 4y el 4 vuelve a la posicién del 1. En el segundo
ejemplo tenemos dos ciclos separados, es decir, el 1 va al 2
yel2all,yel3vaal4yel4al3. Enel tltimo caso,el 1y
el 2 se quedan donde estan, por lo que no hace falta que los
escribamos.

Ahora podemos definir la operacion composicion de dos
permutaciones A 'y B como A ° B, que no es mas que el re-
sultado de primero aplicar B y después A. El conjunto de
permutaciones con la composicién de las mismas tiene es-
tructura de grupo, y es un buen ejercicio para el lector com-
probarlo.

Solamente nos queda ver un resultado muy importante, y es
que toda permutacién se puede escribir como composicién
de trasposiciones (estas son permutaciones de dos elemen-
tos). Por ejemplo (1234) = (12)(23)(34). Puedes probar en
un papel a ejecutar las permutaciones de derecha a izquier-
da (primero (34), luego (23) y luego (12)) y veras como el
resultado es el mismo que haciendo (1234). Diremos que
una permutacion tiene signo par cuando se descompone
en un numero par de trasposiciones, y signo impar cuando
se descompone en un nimero impar de ellas. Un resultado
algo mas avanzado que puede ser interesante para quienes
ya tengan alguna nocidn en teoria de grupos, es el siguiente:
si una permutacién se puede descomponer en un nimero
par (impar) de trasposiciones, entonces todas las demas
descomposiciones posibles en trasposiciones de dicha per-
mutacién también son pares (impares). De este modo pode-
mos definir la signatura sin problema.

3. El cubo de Rubik como grupo

Antes de adentrarnos en las matematicas del cubo de Rubik,
necesitamos introducir la notacién de Singmaster con la que
vamos a trabajar. Asignaremos a cada cara una letra del si-
guiente modo:

F (Front): La cara frontal

B (Back): La cara trasera

U (Up): La cara que queda hacia arriba

D (Down): La cara que queda hacia abajo
R (Right): La cara derecha

L (Left): La cara izquierda

Con estas letras podemos transcribir todos los movimientos
posibles que se le pueden hacer al cubo. Denotaremos por X
el giro de dicha cara 90° en sentido horario, y por X’ el giro
de 90° en sentido antihorario, al poner dicha cara frente a
nosotros y mirar hacia el centro del cubo. Si queremos ha-
cer dos movimientos seguidos los escribimos de izquierda a
derecha, es decir: R’F es el resultado de primero girar la cara
derecha en sentido antihorario y después la cara frontal en
sentido horario.

MOVIMIENTO F

(CARA FRONTAL EN SENTIDO HORARIO)

=

i

MOVIMIENTO R
(CARA DERECHA EN SENTIDO HORARIO)

\S

MOVIMIENTO F’
(CARA FRONTAL EN SENTIDO ANTIHORARIO)

i ]
v
MOVIMIENTO R’

(CARA FRONTAL EN SENTIDO ANTIHORARIO)

Ya estamos muy cerca de ver cudl va a ser el grupo con el
que vamos a trabajar. Si lo pensamos con detalle, girar una
cara no es mas que permutar entre si las piezas que hay en
ella. Coge tu cubo y gira en sentido horario la cara frontal.
Lo que has hecho ha sido permutar sus piezas tal y como se
muestra en el siguiente dibujo:

MOVIMIENTO F

(CARA FRONTAL 2
2 (B | 3 EN SENTIDO i A
HORARIO)

A c N b B
k/D : —=

ESQUINA 1— ESQUINA 2 ARISTA A — ARISTA B

ESQUINA 2— ESQUINA 3 ARISTA B — ARISTA C

ESQUINA 3— ESQUINA 4 ARISTA C — ARISTA D

ESQUINA 4— ESQUINA 1 ARISTA D — ARISTA A

PERMUTACION (1234) PERMUTACION (ABCD)

ARTICULOS m 9

Esta permutaciéon que acabamos de estudiar es la que antes
hemos denotado por la letra F. Sucede algo analogo cuan-
do movemos el resto de las caras, que siempre lo podemos
describir en forma de permutacion. jOjo! Para este articulo,
cuando describamos permutaciones hablaremos de las pie-
zas que movemos, independientemente de su orientacién.
Es decir, en el ejemplo anterior hemos llevado la esquina
blanco-rojo-verde (2) al sitio de la blanco-azul-rojo (3), y la
arista blanco-rojo (B) al sitio de la blanco-azul (C). Los estu-
dios mas avanzados del cubo requieren utilizar las permu-
taciones de las piezas atendiendo a su orientacion, pero en
este breve espacio se nos escapa de las manos. Néotese que
siempre vamos a descomponer el movimiento de una cara
en dos ciclos disjuntos: el de las esquinas (nimeros) y el de
las aristas (letras). Es decir, una arista nunca va a terminar
en la posicion de una esquina y viceversa.

Ahora ya estamos listos para aplicar los conceptos teéricos
antes vistos al cubo de Rubik. Llamaremos (G, *) al grupo de
todas las posibles permutaciones de las piezas del cubo con
la operacién "movimiento". Esto, formalmente, no es mas
que un grupo de permutaciones como el que hemos visto
antes con la operacién composiciéon. Comprobemos que tie-
ne estructura de grupo:

1. Operacion binaria:

Dada una configuraciéon del cubo de Rubik, al apli-
carle una secuencia de movimientos (permutacio-
nes), el resultado sigue siendo otra configuraciéon de
las piezas del cubo. La operacién es cerrada.

2. Elemento neutro:

Dada una configuracién de las piezas del cubo de
Rubik, la operacién "no hacer ningin movimiento"
sera el elemento neutro. Es equivalente a sumar 0
cuando trabajamos con los nimeros enteros.

3. Elemento inverso:

Dada un configuracién del cubo, su inverso sera
"deshacer los movimientos que hemos hecho" para
llegar a la posicidn inicial. Si, por ejemplo, habiamos
aplicado R’F, tenemos que deshacer esa combina-
cion de movimientos. Primero hay que deshacer el
movimiento F haciendo F’ y después el movimiento
R’ haciendo el movimiento R. Asi, el inverso de R'F
seria F'R. Para cualquier otra secuencia de movi-
mientos, sera suficiente con escribir de derecha a
izquierda los que acabamos de hacer, y cambiarles
el sentido de giro.

4. Asociatividad:

Dados tres movimientos X, Y, Z, es equivalente hacer
(XY)Z o X(YZ), ya que los movimientos se le aplican
al cubo de izquierda a derecha (en ambos casos se
hace primero X, luego Y, luego Z).

Concluimos asi que las configuraciones de las piezas del
cubo de Rubik con la operacidon "movimiento” tienen estruc-
tura de grupo. Te invito a que pruebes en tu cubo a ejecutar
el movimiento FRy el RE. Veras facilmente cémo el resultado
es diferente. Para aquellos con alguna nocién mas en alge-
bra abstracta, diremos que este grupo esta generado por los
elementos FB,U,D,R,L y que cada uno de ellos tiene orden 4.
Ademas, resulta claro que el grupo no es abeliano.

4. ;Cuantas configuraciones legales del
cubo existen?

Entender el cubo de Rubik como un grupo de permutacio-
nes ha permitido a muchos matematicos hacer extensos tra-
bajos sobre él. En esta seccion vamos a ver el grupo de "po-
siciones legales del cubo de Rubik". Coge tu cubo de Rubik e
intenta permutar entre si las esquinas (blanco-rojo-azul) y
(amarillo-azul-rojo) sin que esto afecte a ninguna otra pieza.
Después de probar un buen rato te empezaras a preguntar
si es acaso posible hacerlo. Y en efecto, no lo es. Si quieres
cambiar dos esquinas entre si, la inica opcion que tienes es
desmontar el cubo fisicamente y volver a montarlo como a ti
te guste. ;Y esto a qué se debe?

A

/
]

L

d

)
~

BLANCO

Vamos a ver un resultado muy interesante sobre qué posi-
ciones se pueden dar en un cubo y cudles no. Llamaremos
"configuraciones legales" a aquellas que podemos alcanzar
realizando movimientos en el cubo, y "configuraciones ile-
gales" a aquellas que no podemos alcanzar si no es desmon-
tando el cubo. La anterior era un ejemplo de las ilegales.

Un primer resultado facilmente obtenible es que si una con-
figuracion del cubo de Rubik es legal, entonces la permuta-
cion que la describe tiene signo par. La demostracion sale de
manera relativamente sencilla por induccién. Si tenemos el
cubo en la posicién inicial, no se le ha aplicado ninguna per-
mutacidn, y por lo tanto el signo es par. Después, cada vez
que giremos una cara, estaremos haciendo una permutacion
de signo par.

Si llamamos respectivamente 1 y 2 a las esquinas que que-
riamos cambiar de sitio antes, la permutacion resultante
seria (12), que es impar (es una sola trasposicion). Sin em-
bargo, si pruebas a hacer el algoritmo RUR'FFRUR U'R’'F
R2 U’ R’ U’, se cambiaran de sitio dos esquinas (1 y 2) y dos
aristas (A y B). La permutacién resultante seria (12)(AB),
que tiene signo par (dos trasposiciones).

v r-/f

3
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Ahora te planteo el siguiente problema: intenta cambiar la
orientacion de una sola esquina sin que esto afecte al resto
del cubo. Es decir, trata de conseguir algo asi:

Y §

L

Esta vez seguro que no tardas tanto en darte cuenta de que
no es posible hacerlo; ya no te fias de mi. En efecto, para
cambiar la orientacion de las esquinas, lo tenemos que ha-
cer de dos en dos. ;Por qué ocurre esto? En un cubo con-
vencional, la cara blanca y la amarilla son opuestas. De este
modo, todas las esquinas tienen o bien una pegatina blanca,
o bien una amarilla, pero nunca ambas o ninguna. En la posi-
cién resuelta del cubo, todas las pegatinas blancas estan en
la cara de arriba y todas las amarillas en la cara de abajo.

Dada una configuracién cualquiera del cubo, vamos a asig-
narle un valor a cada esquina:

- 0silapegatina blanca o amarilla esta en la cara de
arriba o abajo del cubo.

- 1 sile tenemos que aplicar un giro en sentido
horario a la esquina para poner la pegatina blanca
(o amarilla) en la cara de arriba (o abajo). Ojo, es-
tamos hablando de girar la esquina en si, no una
cara.

+ 2 sile tenemos que aplicar dos giros en sentido
horario para poner la pegatina blanca (o amarilla)
en la cara de arriba (o abajo).

Podemos llegar asi a otro resultado de gran relevancia: si
una configuracion del cubo de Rubik es legal, entonces la
suma de los valores asignados a todas sus esquinas es un
multiplo de 3 (decimos que es congruente con 0 mddulo 3).
De nuevo, la demostracién también se hace por induccion.
Al tener el cubo en su configuracion resuelta, la ecuacion
de congruencias se cumple. Después, cada vez que giramos
una cara, o bien estamos girando dos esquinas en sentido
horario y dos en sentido antihorario, o bien no se cambian
los valores, por lo que la suma de sus valores sigue siendo
la adecuada.

En el dibujo de la derecha, hemos asignado un 0 a todas las
las esquinas que tenian la pegatina blanca o amarilla en la
cara de arriba o abajo. Les hemos puesto un 1 a las esquinas
blanco-rojo-verde y blanco-azul-rojo, a las que hay que apli-
car un giro en sentido horario para poner la pegatina blanca
en la cara de abajo. Por ultimo, le hemos puesto un 2 a la
esquina amarillo-naranja-verde y a la blanco-verde-naranja,
a las que hay que aplicarle dos giros en sentido horario. Si
sumamos estos valores, obtenemos 1 +1 + 2 + 2 = 6, que es
un multiplo de 3. (6 = 0 mod 3).

Por ultimo, podemos hacer algo similar con las aristas, aun-
que resulta ligeramente mas complicado. Vamos a asignarle
a las caras de cada arista un 0 o un 1 del siguiente modo.
Puedes comprobar este resultado en tu propio cubo de
Rubik. Este debe estar resuelto inicialmente. Es importan-
te que lo sostengas con la cara blanca hacia arriba y la roja
frente a ti.

- Las aristas con una pegatina blanca tendran un 0
en el lado blanco, y un 1 en el lado coloreado.

- Las aristas con una pegatina amarilla tendran un
0 en el lado amarillo y un 1 en el lado colorea-
do.

- Las aristas que tienen dos colores, tendran un 0
en el color mas frio (el verde o el azul) yun 1 en el
color mas cdlido (el rojo o el naranja).

*NOTA No existen las aristas azul-verde ni las ro-
jo-naranja.

Mira tu cubo y piensa en esta notacién. ;Lo tienes? Si re-
cordamos las posiciones en las que hay un 0, estas serian
las aristas de la cara superior, las de la inferior y las aris-
tas azul-rojo y verde-naranja (en los colores frios). En la si-
guiente figura te las marco con un asterisco.

Con lo que acabamos de estudiar, ya estamos listos para en-
tender el ultimo resultado del articulo: si una configuracién
del cubo de Rubik es legal, entonces la suma de las caras de
las aristas que tienen una marca es par (o congruente con
0 mod 2). De nuevo la demostracién sale por induccién. El
cubo resuelto cumple con el teorema, y al girar una cara, o
bien no cambiamos el valor de ninguna arista (caras U,B), o
bien se cambia el valor de las cuatro aristas (dos 0 pasan a
ser 1,y dos 1 pasan a ser 0).

Vamos a verlo con un ejemplo:

Ahora hemos deshecho el cubo y, en las posiciones que ha-
biamos marcado con un asterisco, escribimos el nimero
que correspoderia con la nueva configuraciéon del cubo, si-
guiendo las condiciones de los colores. Por ejemplo, la arista
verde-amarillo tiene un 1, porque la cara verde esta en la
posicion del asterisco. La amarillo-azul tiene un 0 porque la
cara amarilla esta en la posicion del asterisco. Puedes volver
a mirar el sistema de numeracion si es necesario.

Lo sorprendente de los dos teoremas que se han mostrado
es que se pueden combinar, dando lugar a una doble impli-
cacion entre ellos. Es decir, una configuracién del cubo de
Rubik es legal si y solo si la permutacién de sus piezas es
par, la suma de los valores asignados a sus esquinas es mul-
tiplo de 3 y la suma de los valores asignados a sus aristas es
multiplo de 2.

Este sorprendente resultado nos permite averiguar cuantas
"configuraciones legales" existen.

- Podemos disponer las 12 aristas de 12! = 12 x 11 x
10 x .. x 2 x 1 maneras posibles (a la primera arista
le asignamos un sitio cualquiera, a la segunda uno de
los once restantes, a la tercera, uno entre los otros diez,
y asi sucesivamente). Intuitivamente, cuesta creer que
es posible distribuir las aristas de todas estas mane-
ras posibles. Parece que dos aristas contiguas seguiran
siéndolo después de hacer un movimiento de una cara.
Asi, podemos colocar la primera arista donde quera-
mos, pero no esta claro que luego podamos llevar la
segunda al lugar que deseemos. Sin embargo, existen
algoritmos que permutan la posicién de dos aristas
cualesquiera sin afectar a ninguna otra pieza del cubo.
De este modo, si descomponemos el ciclo de permu-
taciones final de las aristas en sus correspondientes
trasposiciones, podremos llegar a cualquiera de las 12!
configuraciones posibles.

- Podemos disponer las 8 esquinas de 8! maneras (ana-
logo al caso anterior).

- Las primeras 7 esquinas las podemos orientar de la
manera que queramos. La ultima esquina se deberia
colocar de modo que la suma "cuadre", es decir, no va-
mos a poder elegir su orientacion, sino que estava a ve-
nir dada por las posiciones anteriores. Esto es debido a
la condicién de la suma de estos valores, que debe ser
multiplo de 3. Esto nos da 37 posibilidades distintas
(cada una de las 7 primeras esquinas se puede orientar
de 3 maneras distintas).

+ Las primeras 11 aristas las vamos a poder orientar
como queramos, pero la tultima la vamos a tener que
poner de modo "que la suma cuadre". Es decir, tenemos
27 posibilidades anadlogamente al caso anterior.

En principio esto nos daria un total de 12! x 8! x 37 x 2! con-
figuraciones diferentes. Sin embargo, recordemos que antes
hemos visto que las permutaciones tienen que ser pares.
Esto supone la mitad de todas las permutaciones posibles.
Existe un resultado que demuestra que las permutaciones
pares son la mitad de las permutaciones totales. Asi, con-
cluimos que el numero total de configuraciones del cubo de
Rubik es:

12! x 8! x 37 x 211
2
43,252,003, 274, 489, 856, 000

=12 x 8! x 3" x 219 =

Para hacernos una idea de la magnitud de este niimero,
si una persona realizase un giro por segundo, necesitaria
aproximadamente 1.400 billones de afios para resolver to-
das las configuraciones posibles del cubo.

5. (Como se uso la teoria de grupos en la
demostracion del nimero de Dios?

Uno de los problemas mas famosos que se han planteado
respecto al cubo de Rubik ha sido encontrar el nimero maxi-
mo de movimientos necesarios para resolverlo dada una
configuracion inicial cualquiera. Han sido muchos los inves-
tigadores que se han enfrentado a esta bisqueda, dando co-
tas cada vez mas acertadas. Sin embargo, este problema se
mantuvo sin resolver hasta el afio 2010. Fueron Tomas Ro-
kicki, Herbert Kociemba, Morley Davidson y John Dethrid-
ge quienes, apoyados en el trabajo de muchos expertos an-
teriores, demostraron que como mucho se necesitan 20
movimientos para resolver cualquier configuracion del
cubo de Rubik.

:Qué papel jugaron aqui las matematicas, y en concreto, la
teoria de grupos? Lo que se hizo fue clasificar las 43 billones
de configuraciones posibles en varios conjuntos de posicio-
nes que eran equivalentes entre si, es decir, que se podian
resolver de maneras relativamente simétricas. Para esto,
se usaron las clases de laterales de ciertos subgrupos. Este
es un concepto que se nos escapa un poco del articulo pero
sobre el que se puede encontrar mas informacién en [4].

Una vez hecha esta division, obtenida gracias a resultados
provenientes de la teoria de grupos, se resolvieron con un
ordenador todas las posiciones restantes. Para ello se nece-
sitaron 35 afios de CPU.

Sin embargo, este problema continda sin estar resuelto para
cubos de Rubik 4x4x4 y de mayor tamafio. Se han encon-
trado cotas del nimero maximo de movimientos necesarios
para resolver cualquier configuracién incluso para cubos nx
nxn, pero no el nimero exacto de movimiento minimos re-
queridos. ;Qué papel jugara la teoria de grupos para encon-
trar este tan ansiado nimero?
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Explorando el poder de las

simetrias

Ecuaciones y simetrias: dos conceptos primordiales de las matemadticas,

aparentemente inconexos. Una vez mds, las apariencias pueden resultar engariosas.

Por Josh Liddicott, estudiante de Matemdticas de la UAM

as ecuaciones diferenciales son una maravilla. Describen

las interacciones de cuerpos fisicos, la trayectoria de los
flujos, y modelan los mercados financieros. Las ecuaciones
lineales y cuadraticas de la escuela, son triviales compara-
das con estas bestias. Tristemente, la mayoria de ecuaciones
en derivadas no tienen solucién que se exprese en términos
de funciones elementales, jy aun las ecuaciones que las tie-
nen no siempre son faciles de resolver! Sin embargo, hay
maneras elegantes de afrontar varias clases, y es muy pro-
bable que conozcas algunas de ellas. Si has visto algunos mé-
todos para solucionarlas, te habras dado cuenta de que cada
uno es distinto, y muy pocas veces se adapta a otra clase de
ecuacion. Hoy te espero asombrar con uno de mis métodos
preferidos, que logra combinar la teoria de simetrias y gru-
pos con el campo de ecuaciones diferenciales. Empecemos
con lo que son las simetrias.

Todo lo que sigue a continuacién se basa en el trabajo por
Hydon [1] y las explicaciones se han desarrollado con ayuda
de Auman [2]. No obstante, aunque las ideas son de Hydon,
el texto es trabajo propio.

1. Las simetrias

Una simetria es una funcién que podemos aplicar a un obje-
to sin alterarlo. Por ejemplo, tomemos como objeto un cua-
drado, y apliquemos la funcién de la rotacion de 5 radianes
en torno a su centro. Denotamos esta operacion por R.

' R

| —s e g

Nos percatamos de que el objeto se ve igual tras su rotacion.
Para ser mas rigurosos, definimos el cuadrado C como un
conjunto de puntos en el plano euclideo

C:={(z,y) ER* | |z| = 1V Jy| = 1}.

Ahora, definimos la aplicacion de la rotacién R a un conjun-
to U como
R({U) ={R(u) |Vu e U}.

Si haces las cuentas, veras que
R(C)=C

y que por ende, el cuadrado es invariante bajo esta simetria.

Hay otras simetrias de C como reflexiones. Todas las sime-
trias de un objeto forman un conjunto al que llamamos gru-
po. Cada funcidn en el grupo se puede invertir, y las funcio-
nes se pueden componer entre si. Incluso podriamos definir
un grupo de todas las simetrias del cuadro, C. Este grupo es
bien conocido y se llama Dy, el grupo diédrico de orden 8.

Ahora bien, si conoces algo de la teoria de grupos, puede que
te preguntes cudl serd el objeto al que aplicamos las sime-
trias en el caso de las ecuaciones en derivadas. ;El dominio
de las soluciones? ;La ecuacién misma? En realidad, traba-
jaremos sobre el conjunto de las soluciones de una ecuacion
diferencial, y buscaremos las simetrias que dejan al conjun-
to de soluciones invariante. Mas especificamente, buscare-
mos un grupo cuyas simetrias (las cuales son funciones) se
puedan parametrizar por un unico valor. Demos un ejemplo
de tal grupo.

Sea G el grupo de matrices de rotacién en R Probablemen-
te hayas visto que si Ry es la rotacién antihoraria canénica
de O radianes, entonces

cosf —senf

senf cos6

Deducimos que

G={Rg|0€[-mm)}

Hemos parametrizado el grupo G por un valor, 6. De la mis-
ma forma, nuestro grupo para la ecuacién contendra sime-
trias I'. parametrizadas por € € R. Ahora, aplicada a cual-
quier punto (z,5) de un dominio regular D, la simetria se
define como

FE : (CB, y) — (ig(il?, y):?)s(%?J))-

Un grupo es un grupo local de Lie de un parametro si

1. Contiene la simetria trivial Ty tal que
Lo(z,y) = (2,y),Y(2,y) € D

2. I'c es una simetria para € en un entorno de 0.

3. Para ¢, & suficientemente cercaa 0, I's o I'c = I'sc.

4. ,9 poseen series de Taylor centradas en un entorno
dee=0.

Hay algunas razones por las que hemos decidido buscar un
grupo de Lie, pero la que es mas importante saber por aho-
ra es la siguiente: las simetrias de Lie son difeomorfismos. Es
decir, que en particular son continuas y diferenciables. Sea ¢

una simetria e y = f() una solucién para una ecuacién dife-
rencial. Nuestra meta es que la imagen de f bajo la simetria
sea también una solucién de la ecuacién. Queremos que

g=¢of(z)=[f(2)
y luego

y=f(z)"

sea una solucion. Para ello, precisamos que f sea diferen-
ciable. De otro modo, ;como puede ser solucidn de una ecua-
cién diferencial?? Si ¢ es un difeomorfismo, entonces tiene
una primera derivada, y por tanto, por la regla de la cadena,
¢ o fla tiene también. Luego, que la simetria sea un difeo-
morfismo basta para asegurarnos de que la imagen de una
solucidn sea diferenciable. Encima, mas adelante nos valdre-
mos de algunos cambios de coordenadas, y la existencia de
una primera derivada no nula nos garantiza la invertibilidad
de dichas transformaciones.

2. Resolver la ecuacion

Hay varias clasificaciones de ecuaciones diferenciales, y
cada clase es mas afin a ciertos métodos. Nos enfocamos de
aqui en adelante en las ecuaciones de la forma

dy
d_:v - W(.’II, y)

donde (z,y) € D S R. El conjunto D es el dominio de la fun-
cién. La funciéon w cumple que sus derivadas parciales de
primer orden existen, y es una funcién

w:D—>R

(z,9) = w(z,y).

Es importante destacar que no podemos tomar una ecua-
cién cualquiera de esta formay suponer que el siguiente mé-
todo funcionard, y que haya ciertas condiciones iniciales por
satisfacer. Estas se daran después de ver el método, ya que
entonces pareceran muy sensatas.

2.1. Condicion de simetria linealizada

Sea
o0 dy 0

Dz:% dz dy

el operador de la derivada total. Si no conocéis este opera-
dor, basta considerarlo como -= para una funcién multiva-
riable. Por ejemplo, w(r,y) varia dependiendo del valor de =
pero también del valor de y, y es posible que x influya en .
Quiza y = f(z) por ejemplo. El operador D, toma en cuenta

) o o
esta posible dependencia mientras que z no.

Nosotros buscamos las simetrias I'c tales que
I'.:D—D
(z,y) = (&(z,y;¢),9(z,y;€))
y si y = f(z) es solucién de nuestra ecuacién, también lo es

g=f(2).

Por la regla de la cadena

oo 4y Dif P+ w(z, Y)Yy
wiz,g) === =% .
dE  Dy& I, +w(z,y)dy

Deducimos la igualdad

Uz + w(a:,y)z}y =w(d A)

i‘z —|—w(a:,y)iy 7y
ala que llamamos la condicién de simetria. Sin embargo, por
lo general, sera muy dificil sacar expresiones explicitas de
£, 9 como funciones de x e y. Nosotros derivamos una condi-
cién linealizada, aprovechandonos de que nuestra simetria
es un difeomorfismo con respecto a € y tiene primeras deri-
vadas parciales. Ahora definimos estas primeras derivadas
como

(o) = 2T,
n(z,y) = %, (1)

y observamos que cuando € = 0 entonces son funciones de

1 Uno se puede preguntar si siempre es posible obtener una tal f Por el teorema de la funcién implicita, si podremos.

2 Si bien existen soluciones débiles etc., no las trataremos hoy.
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z e y. Por tanto las series de Taylor que se admiten hasta el
primer grado quedan como

=2+ 55(1"73/) + 0(62)7
§=y+en(z,y) +O(),
w(@,§) = w + e(wek(2,y) + wyn(z, y)) + O().

Los coeficientes de € son funciones continuas y las hemos
nombrado & y 1. Esto porque € = 0 conlleva que I'. =id y
luego # = =z, etc. Si ahora, a modo de ejercicio, sustituyé-
ramos las series, las reordenaramos, y compararamos los
coeficientes de g, descubririamos

Ne + (Ny — &x)w — nyQ = Ewa + Nwy,

igualdad a la que llamamos condicién de simetria linealizada
(CSL).

Aunque esta condicion tampoco parece muy sencilla, con un
ansatz®, es mucho mas facil de solucionar que la condicién
inicial.

Tras solucionar esta, tenemos las funciones n y § en térmi-
nosdexey.

2.2. Coordenadas canénicas

Ahora nos desviamos un poco para hablar de las coorde-
nadas canonicas, las cuales vamos a derivar con n y & Te
prometo que tendran un valor incalculable solucionando la
ecuacion y que este no un side-quest.

Estamos muy acostumbrados a trabajar con coordenadas
cartesianas. En estas, tenemos dos ejes perpendiculares, z e
v, y un punto se describe por la 2-tupla (a,b). Este correspon-
de al Gnico punto compartido por la linea perpendicular al
eje x pasando por a y la linea perpendicular al eje y pasando
por b.

Sin embargo, es posible describir el mismo punto en el es-
pacio de otra forma. Un ejemplo tipico es las coordenadas
polares. Un par (7, 8) corresponde al punto en la linea a 0 ra-
dianes del eje x a una distancia r del origen. También es posi-

ble intercambiar expresiones. El punto descrito por (7, 8) es
equivalente a (rcos0, rsenf) en el sistema cartesiano, aunque
en el plano polar se parece a un sistema cartesiano.

Y
(rcos@,rsenf)
0
z
0 |
 (r,0)
0
r r

De hecho, uno puede ver que en la figura de abajo, hay infi-
nitos pares de coordenadas que fisicamente corresponden
al mismo punto en el plano. Por ejemplo, (1, 0) y (1,2m) son
el mismo punto en realidad. Lo importante, es que siempre
podemos encontrar un entorno abierto del punto de interés
en el cual no hay dos formas distintas en las que representar
el mismo punto en espacio. De ese modo, localmente podre-
mos invertir coordenadas.

Ahora se pone interesante la cosa. Existe una gran variedad
de sistemas de coordenadas, pero para resolver nuestra
ecuacion diferencial deseamos encontrar uno en particular
que tiene una peculiaridad que hara mucho mas sencilla
nuestra ecuacién. Consideramos un punto (z,y) en el siste-
ma cartesiano con representacion (r, s) en este sistema. La
peculiaridad es que si

Le(z,y) = (2,9)

entonces (£, ) corresponde a (7, s + €). En este nuevo sis-
tema de coordenadas, aplicar una simetria de la ecuacion se
ve como una traslaciéon vertical. Demostremos por qué es
tan increible esto.

Nuestra ecuacion

3 Un ansatz es una funcién con varias incégnitas la que se cree ser una solucién.
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se puede convertir a este nuevo sistema también. Digamos
que ahora, paraalgin Q: D — R, es

ds
Z_Q
o = @),

Y aqui sucede el milagro. Acabamos de suponer que una so-
lucién s = f(r), bajo nuestras simetrias, va a s = f(r)—¢. Por
tanto, cada solucidn se expresa como s If(r) —c¢, c €ER, para
algtin f(r) dentro de cierto entorno. Deducimos que

ds
— = f'(r) = Q(r,s).
dr
Por lo tanto, si podemos encontrar este sistema (r,s), pode-
mos reescribir la ecuacién en derivadas como

ds
— = Q(r).
dr ()
Maravillosamente, la derivada es independiente de s y la so-
lucién solo es

s = /Q(r)dr +ec.

Ahora bien, no siempre serd posible calcular esta integral
explicitamente’, pero si no fuese posible, no habria sido po-
sible obtener una mejor solucién de otra forma®. La belleza
de este método es que (hablando sin demasiado rigor) po-
demos trasformar nuestra ecuaciéon a una forma mas senci-
lla en la que probablemente se pueda resolver. Sin embargo,
no olvidéis que no toda ecuaciéon puede ser simplificada.
Ahora, solo queda encontrar el sistema de coordenadas.

A lo mejor te has percatado de que esta solucién "sencilla"
tiene algunos retos por superar. Por ejemplo, aunque una in-
version del cambio de coordenadas nos brinde la solucién,
nos tenemos que asegurar de que tal inversion es posible, y
que tal sistema de coordenadas existe.

Si has estudiado algebra lineal, sabras que para cambiar de
un sistema, de una base a otra, hace falta que la matriz de
cambio de base sea invertible. Hay un requisito semejante
en nuestro caso: dado un punto (z,y), un cambio de coorde-
nadas es invertible en un entorno de él si el determinante de
la matriz jacobiana,

or or

_ |0z Oy

U 9s  Os |’
oz Oy

es no nulo. Esto es una aplicacion del teorema de la funcién
inversa que garantiza que si nuestras funciones son conti-
nuas y las primeras derivadas también, con det.J # 0 en-
tonces existe una funcién inversa en un entorno de (z,y). A
veces un cambio de coordenadas valdra para todo el domi-
nio de la solucién de nuestra ecuacién diferencial, mientras
que hay casos en que se precisaran varios cambios locales
diferentes. Procedemos a la derivacién del sistema, supo-

niendo que tal sistema existe.

Sea (z,7) un punto de una curva solucién. La érbita de este
punto es el conjunto de puntos que (z,y) puede tener como
imagen bajo las simetrias de nuestro grupo.

O(z,y) = {Te(z,y) | VT € G}.

Ahora, la 6rbita es una curva continua, porque I'c es conti-
nuo en . Al variar € consideremos el vector tangente en el
espacio (7,s). Puesto que I'c solo corresponde a una trasla-
cién vertical, la érbita en (7,s) es una recta vertical (las ima-
genes del punto se obtiene mediante una traslacién vertical)
y el vector tangente (de estarecta) es (0,1) = (‘;—;, g—z), un
vector apuntado "hacia arriba".

Por la regla de la cadena y (1) se tienen

dr
E :frw"'_"?ry = 07
ds
7 =8, +nsy = 1.

Estas ecuaciones pueden ser muy complicadas dependien-
do de qué sean 1 y &, pero hay un truco para solucionar la
primera. Digamos que podemos encontrar una curva en R?,
y=y(x) tal que (z,y(x)) = c. Esto es ttil porque asf

dr dy
%—rer%T—O.

Observamos que esta se parece a la primera ecuacion si divi-
dimos por &, suponiendo que § # 0:

n

T+
3

Ty = 0.

Luego solucionamos

dy _n
de €&

para obtener una solucién implicita ¢(z,y) = c. jOjo! Si
ponemos r(z,y) = ¢(z,y) = ¢, por construccién de ¢, y

se puede expresar como funcién de z tal que dy — 1 Por
tanto, de ¢

d
—T:rw—kﬁry:O

dx 13

_dr
T de’

Puede parecer que este truco se ha sacado de la manga, pero
es una técnica llamada integrales primeras.

Finalmente, podemos deducir también una expresién para s
con el mismo truco, dividiendo por § y suponiendo que esta-
mos en la curva y=y(z) tal que 7(z,y)=c para obtener

1
sz+ﬂsy: —-.

3 3

* Recuerda que dijimos que puede hacer falta limitar el dominio en el nuevo sistema para garantizar la invertibi-

lidad.
> Considérese el ejemplo de Q(r) = e~

r

2
. Para saber mas de esto y como demostrar que una funcién no posee

antiderivada elemental, se debe investigar la teoria de Galois diferencial.
6 Concedo que calificar de "mejor” es algo subjetivo. Lo que en realidad queremos decir es que no se puede reducir
la cantidad minima de integrales que habra que resolver.
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Al aplicar la regla de la cadena con j—fc =8z + %sy tene-

mos
ds 1
de &
y finalmente

dx
o= / ﬁ(m,y(m,r)) r:r(m,y).

Arriba, gracias a que trabajamos en la curva y = y(z) con 7
constante, g—; = 0 y podemos tratar a r como constante en
la integral.

Armados con expresiones explicitas de 7 y s, podemos ob-
tener también las derivadas parciales de ambas funciones.
Luego, por la regla de la cadena obtenemos

ds  Dgs  se+w(z,y)sy

dr ~ Dur  re+w(z,y)ry

Tras una sustitucion para eliminar z e y, reordenamos esta
expresion, pudiendo quitar toda ocurrencia de s, para obte-
ner lo siguiente

ds

A lo mejor me crees muy audaz por suponer que {) sea in-
dependiente de s, pero es una consecuencia de las coorde-
nadas canénicas. Estas coordenadas que hemos derivado
son precisamente aquellas en que si s = f(7) es una solucién,
entonces las soluciones en nuestro dominio son de la forma
s = f(r)+c para ¢ € R. Nuestra expresion tiene que ser inde-
pendiente de s.

De esto sacamos la gran conclusion de todo nuestro trabajo
hasta ahora. Expresamos s = f(r) como

s = /Q(T)dr.

Tras realizar la integracion sustituimos s y r por sus expre-
siones en x e y para finalmente obtener nuestra solucion en
revy.

2.3. (Siempre funciona?

Por mas bello que sea este método, hay limites. No hay es-
pacio para dar una explicaciéon completa, pero obviamente
para poder aprovechar simetrias, tienen que existir sime-
trias no triviales [2]. Es decir, queremos simetrias que no
dejan al conjunto de soluciones invariante. Esto se puede
resumir en que

n(z,y) # w(z,y)&(z,y).

Si te interesa saber mas sobre esto, recomiendo que bus-
ques en los recursos en la bibliografia.

Es muy probable que estés un poco confundido sobre por
qué funciona esta manera de resolver ecuaciones. Para acla-
rar todo, miremos un ejemplo.

3. Un ejemplo polar

dy Y +2y—y—z

. Si no has
dr  zy?’+23+y—=

Sea nuestra ecuacion

visto una ecuacién asi antes, probablemente no sepas qué
hacer. Lo bueno es que es susceptible a un ataque por sime-
tria porque, como veras mas adelante

y3+w2y—y—wb

n(z,y) = ax #

El primer paso es resolver la condicién de simetria lineali-
zada

Mo + (Ny — &a)w — fyw2 = Ewa + Nwy.

Como te he advertido antes, tampoco siempre es facil de so-
lucionar, pero con un ansatz podremos proseguir. Sustitui-
mos w,ws,y Wy para obtener

_ @ttty -0y — 1) - (P + a2’y —y —2)(y° +322 — 1)
“ (xy? 4 2% 4+ y — x)? ’
—2m2y3 — x4y + 2xy2 + 2x2y +2z°% — 2y — y5 + 2y3

(zy? + 23 +y—x)?

3

p(z,y)
(xy? 4+ 23 +y —x)?’

oo~ @42ty 2By 2 — 1) — (P + 2%y —y —2)(2ay + 1)
y (zy? + 23 +y — x)? ’
20 4 223y? — 2% + 22%y + xyt — 22y® + 22 + 213
@+ +y o
(2, y)
(wy? + 23 4y — )

)

Sustituimos en la CSL, multiplicando por (zy’*+z*+y—z)? en
ambos lados

Ne (v +2° +y—2)*+
+(ny—&) (w42 +y—2) (v +2°y—y—2))—
—& (Y +a’y—y—2)® = &pla, y) + na(z, y).

No sera de sorprender que ahora te preguntes a qué demo-
nio hemos engendrado aqui. Sin embargo, si tomamos un
ansatz de n = az +by +c y & = ma+ny +p, todo se harad mas
sencillo:

(ma 4+ ny + p)(—22%y® — 2y + 22y® + 227y + 225 — 2y — y° + 24°)
+ (az + by + ¢)(a° + 22%y% — 20° + 222y + ay® — 22 + 22+ 20°) = a(ay® + 2 +y —2)?
+(b-m)((zy® + 2 +y—2) (P + 2Py —y —2)) —n@ + 2Py —y —x)*

Comparamos los coeficientes de v*:

 Considerando 4% no observamos nada, salvo que cual-
quier 7 vale.

« Considerando 3’ vemos que —py® =0 = p =0.

e Los coeficientes de y* dan 2n+2b = b—m+2n. Luego, b
=-—m=0.

« El 3 da que ¢=0.

e El coeficiente de y° aporta a=—n.

Ahora, si sustituimos n=az y {=—ay, obtenemos igualdad.
iQué facil! En el futuro recomiendo que dejes que Wolfram-
Alpha haga el esfuerzo bruto. En este paso, podriamos fa-
cilmente poner a=I, pero lo dejamos como incégnita para
que observes que desaparece. Solo queremos un 1y un §
que solucionen la ecuacién. El préximo paso es resolver la
siguiente ecuaciéon

x
rzfgry:()

para encontrar un 7(z,y).
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Reconocemos que si 7? = z*t+y? con r constante, entonces
% = —% . Por tanto nos quedamos con r = \/x? + y2. Cal-
dx

(@, y(r,z))
dx dx x
S:/ﬁ(x,y(r,x)) :/7m:arccos (;)

Espera. Arriba tuvimos que sustituir y = V72 — 22 en
&(z,y), pero ;por qué no elegimos y = —v/r2 — 227 Aqui
se ha de actuar con cuidado. La matriz jacobiana tiene de-
terminante no nulo cuando 7, s # 0 asi que la inversion se
puede realizar, pero hacemos la integracion en dos casos,
r = ++v/r? — 22, solo por necesidad de cubrir todo el espa-
cio.

culamos s = y obtenemos

Noétese que podemos deducir x = r cos s. Demostrar ade-
mas que s equivale a 0 en un sistema polar no es dificil.

iNo queda mucho ahora! Lo dificil esta hecho y tenemos
nuestro sistema de coordenadas

r=Va 42,

T
s = £ arccos

Dejamos el + porque hay dos regiones, como hablamos an-
tes. Queremos sustituir esto en
U w(x U o
Yot W@ )y _ ooy
bo + w(@, )iy
donde tratamos (z,y) — (7, s) como una simetria. Dale una
vuelta a por qué podemos hacer esto. Finalmente

—Y +y3+w2y*y*1 il
ds 22492 T mptadty—w 22 4y2

dr

x + y y3+aly—y—z
Va2 +y? VaZty? zy?+a3+y—z

11—y’ +2+y—a)+a@’ +a2°y—y—x)
rox(zy? +2 +y—x) +yly® + 2%y —y —x)
L

r(l—r2)’

Esta ecuacién diferencial si que la podemos resolver me-
diante el método de las fracciones parciales. Esto nos otor-
ga

2

s—lln S +c
R Nl R
que en el sistema z-y es
1 22 4 y?
y:xtan(gln m +co .

Puesto que el espacio (7,s) equivale a un sistema polar, ve-
mos que (r,0) — (r,0 + ) bajolasimetria I'. . Esto corres-
ponde a una rotacién en el espacio (z,y), lo cual cobra sen-
tido recordando que s corresponde a 6. Por tanto, el grupo
de simetrias del conjunto de soluciones en (z,7) es SO(2).
El conjunto de soluciones posee simetria rotacional. Abajo
hay tres soluciones distintas con c2 = 0,c2 = 3 y c2 = %ﬁ
dibujadas con Desmos [3].

Otros tipos de simetrias comunes son las traslaciones verti-
cales, las inversiones, y las dilataciones.

4. Conclusion

Nuestra busqueda se acaba. Hemos

/ TT/2

21/3

estudiado las simetrias, descubier-
to sistemas de coordenadas raras,
y forjado un arma que parece ca-
paz de vencer a toda ecuacién que
ose levantarse en contra nuestra.
Ciertamente me vi cautivado la pri-
mera vez que me encontré frente a
este método, gracias a su unién de
dos campos aparentemente distin-
T|'/6 tos. Sin embargo, esta espada es de
doble filo: podemos intercambiar
la necesidad de solucionar direc-
tamente una ecuaciéon complicada
por la resolucién de varias ecua-
ciones potencialmente mas senci-

\S]

e

511/3

32 \—"

2 llas, pero solo si existen simetrias
explotables correspondientes.
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Las bambalinas de la informacion:
una mirada profunda a la Teoria de la

Comunicacion

Avances matemdticos en este campo han hecho posible que hoy en dia vivamos
en el mundo digitalizado que conocemos. Pero ;como se ha llegado hasta aqui?

Por Alejandro Garcia Hernando y Diego Rodriguez Ortiz, estudiantes de Matemdticas e Informdtica en la UAM

H oy en dia estamos acostumbrados a ver una retransmi-
sion en vivo de los Juegos Olimpicos desde Pekin, pero
hasta hace algo menos de cien afios algo asi era impensable.
Esto es posible gracias a la teoria de la informacién, una pro-
puesta dentro de la rama de la probabilidad que se centra en
el estudio del procesado, representacion y cuantificacién de
datos en la transmisién de informacién. En este articulo ve-
remos como los datos pueden representarse universalmen-
te, lo que es muy util para transmitir, recibir y comprender
mensajes. El origen de esta potente herramienta de teleco-
municacién se la debemos al trabajo tedrico de los matema-
ticos del siglo XX.

La teoria de la informacién surgié en los afios veinte, cuan-
do Andrei Markovi y Ralph Hartley comenzaron a investigar
sobre como cuantizar la informacién. Treinta afios después,
en 1949, las grandes aportaciones de Claude E. Shannon y
Warren Weaver completaron esta teoria. Poco tiempo des-
pués, Alan Turing desarrollé6 un esquema de una maquina
capaz de procesar los datos, consagrando asi la llamada teo-
ria matematica de la comunicacién.

CANAL

—

~

% CcODIGO

EMISOR RECEPTOR

El modelo propuesto por Shannon es un sistema general de
comunicacion donde el mensaje parte de una fuente y lle-
ga al receptor a través de un canal. Para que la informacion
pueda transmitirse correctamente, esta debe ser codificada
por el emisor para que pueda viajar por el canal y poste-
riormente ser decodificada por el receptor para obtener de
vuelta el mensaje original. Seguro que recordais haberlo es-
tudiado en nuestra asignatura favorita del instituto, Lengua
Castellana.

El modelo busca que esto se haga de la forma mas rapida,
econdémica y segura posible y puede usarse para transmitir
cualquier tipo de informacidn, ya sea una imagen, un sonido,
un nimero o un texto. Es esencial que ambos actores tengan
un c6digo comun para ser capaces de transmitir mensajes.

Ademads, puede que durante la transmision exista algun tipo
de interferencia (llamada ruido), por lo que es importante
que se pierda la menor cantidad de datos posible.

Las maquinas también se equivocan

Imaginemos que tratamos de hablar con un compafiero en
una clase densa; puede que nuestras palabras se mezclen
con las del profesor y nuestra voz no llegue clara. En esta
situacién queremos que, aunque nuestras palabras se vean
ligeramente distorsionadas, se siga entendiendo el significa-
do del mensaje. Este ruido también sucede en el campo de
la informatica, pues debido a imperfecciones del hardware
algunos unos pasan a ser ceros, y viceversa.

Una forma simplificada de detectar estos errores es afia-
diendo un bit que marque la paridad del nimero de unos de
la cadena de bits (0 si es par y 1 si es impar). De esta forma,
el receptor comprueba la paridad del mensaje recibido y el
bit que indica la paridad de la cadena enviada. Si no coinci-
den, se sabe que ha ocurrido un error. Este método es muy
simple y hay muchos errores que no son detectables con él
(si dos bits fuesen errdneos, no se detectaria). Sin embar-
go, para solucionar estos problemas, es comun estructurar
el mensaje en forma de matriz y asignar un bit de paridad
a cada fila y a cada columna. Ademas, la cadena de bits de
paridad de filas y columnas cuentan a su vez con un bit de
paridad. Este método permite detectar el bit erréneo sin re-
enviar el mensaje. Por ejemplo, en la siguiente tabla se pue-
de concluir que el bit marcado en rojo es erréneo ya que los
bits de paridad de su fila y columna no coinciden.

Bit de Paridad

1 0 1 1 1

0 0 1 1 0

1 1 o0 1

1 1 0 1 1

0 0 0 1 1
Bit de 0 0
paridad 1 0 0 1| (columnas) (filas)

Inspirdndose en la idea del control de paridad, Marcel Golay
en 1949 y Richard Hamming 1950 desarrollaron lo que hoy
se conocen como cédigos Hamming, un método para detec-
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tar y corregir errores. Esta técnica tiene distintas variantes,
en funcidon de la cantidad de datos y bits de error que con-
tiene un paquete. Esto se define con la notacion (a,b), siendo
a la longitud del paquete y b el nimero de datos (bits) en el
mismo. Por ejemplo, si se quieren representar niumeros con
7 bits y se afiade 1 de paridad, estariamos hablando de un
codigo (8,7).

Otro concepto importante es la distancia de Hamming, que
cuantifica el nimero de bits distintos entre dos secuencias
de la misma longitud. En este contexto, se usa para calcular
el minimo niimero de bits necesarios a cambiar para no de-
tectar un error en la transmisién. Un bit de paridad es capaz
de detectar errores si falla uno de los bits, pero si fuesen
dos, el error no seria detectado; por lo tanto, un control de
paridad no puede detectar un error con distancia de Ham-
ming dos respecto a su mensaje original. Cuando Hamming
desarroll6 su técnica de deteccién de errores, el objetivo era
encontrar la cantidad maxima de datos que podia tener una
secuencia de tamafio fijo (es decir, minimizar el nimero de
bits de control a la par que aumentaba el nimero de errores
detectables), para poder transmitir la maxima cantidad de
informacion de forma fiable.

Ahora que conocemos estos conceptos, veamos como fun-
ciona el c6digo Hamming(7,4) para después extenderlo al
resto de configuraciones. Con este método se pueden tras-
mitir 16 (2%) mensajes diferentes y ademads tiene distancia
3. Esto lo hace muy eficaz para la deteccion de errores, pues
es necesario que fallen 3 bits en un paquete de 7, algo muy
improbable.

En caso de que haya un tUnico bit erréneo, seria capaz de
identificarlo y corregirlo. Si hubiera dos, se detectaria, pero
no se podrian corregir. La distancia de un cdédigo coincide
con el nimero de errores detectables, pero no con la capa-
cidad correctora del cédigo. Por ejemplo, si C = {c, = (101),
¢, = (000)} y recibimos ¢, = (100), sabemos que es un error,
pero no el mensaje original, ya que la distancia de Hamming
d(c,c,) = 1yd(c,c,) =1,y podria proceder de ambos con la
misma probabilidad.

En el codigo de Hamming, los bits de error ocupan por con-
vencioén las posiciones de las potencias de 2, en el caso del
(7,4), las tres primeras (1=2°, 2=2'y 4=2%) y en el resto de
las posiciones estan los datos. El bit de error en la posicion
1 se construye como un bit de paridad entre los datos de las
posiciones 3,5y 7 (porque son los inicos que tienen un 1 en
el ultimo bit de su descomposicién binaria); el de la posicién
2 es la paridad de los datos en las posiciones 3, 6 y 7 (tienen
un 1 en el bit central de su descomposicién), y el de la posi-
cién 4 se calcula con los datos en las posiciones 5, 6 y 7 (pues
cuentan con un 1 en el primer bit). En otras palabras, el bit
de error de la posicién 2* es la paridad de aquellos datos que
tengan un 1 en el bit £ de la descomposiciéon binaria de su
posicién. Veamos un ejemplo:

Datos que se quieren transmitir:

Paquete final:

P1 P2 0 P3 1 0 1

Si escribimos z, para referirnos al bit en la posicién z:
Pl=ztzrtz,=0+1+1=0
P2=z 4zt =0+0+1=1
P3=ztrtr,=1+0+1=0

Paquete final:

1 2 3 4 5 3 7
0 1 0 0 1 0 1

Para comprobar que el mensaje recibido es correcto, el re-
ceptor tan solo tendria que volver a calcular los bits de pari-
dad y ver que coinciden con los recibidos. Pero supongamos
que el trayecto ha sufrido turbulencias y el paquete recibido
tiene un error en la posicién 6.

Paquete recibido:

Al calcular los bits de error se obtiene:
Pl =g, +z+z,=0+1+1=0 CORRECTO
P2=ztx+z =0+1+1=0 ERROR
P3=ztrtr =1+1+1=1 ERROR

Efectivamente, se detecta el error, y para saber cudl es el bit
que se debe corregir, basta con ordenar los bits de error de
mayor a menor, poniendo un 1 si ha fallado y un 0 si es co-
rrecto. Asi obtenemos la posicion en binario del error.

Bit erréneo = (P3, P2, P1) = 110,
que es la descomposicién binaria del 6.

Por lo tanto, el receptor tan solo tendria que invertir el bit en
la posicién 6 para obtener el mensaje correcto:

Mensaje
Correcto 0 1 0 0 1 0 1

RECIBE 0 1 0 0 1 1 1
CORRIGE 0 1 0 0 1 0 1

De este modo se podria seguir trabajando con informacién
correcta a pesar de que hubiera fallos en la transmisién.

Una vez sabemos cémo funciona Hamming(7,4), veamos el
caso general. Este tiene su base en el algebra lineal, y toma
mensajes de 7 bits como vectores de n unos o ceros. Antes
de entrar en qué son y cémo funcionan los cédigos de Ham-
ming, hay que entender qué es un codigo y, mas especifica-
mente, qué son los codigos lineales binarios.

En primer lugar, un cdédigo es un conjunto de vectores
(mensajes) que tienen una determinada forma o estructu-
ra. Por ejemplo, si pensamos en el cddigo que a un mensaje
de n—1 bits se le afiade un bit de paridad, los vectores que
pertenecen a este codigo son los vectores de F," cuya ulti-
ma componente es la suma del resto de componentes, es

decir, C ={ (x,, ., x) € F," / x + .. + x_, = x }. Otro
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cédigo muy simple es el cédigo de repeticion, que repite
parte o todo el mensaje, en este caso, los vectores que per-
tenecen a este coédigo son aquellos cuya primera mitad es
igual a la segunda. Para mensajes de n bits el codigo seria

C'= {(xl, oy X, X . X2n) € ]F22" / T, :xm}.

nt+l?

Todos estos ejemplos son cédigos lineales binarios. La no-
menclatura lineal surge de la nocién de que las operaciones
en el espacio vectorial [F, entre elementos del cédigo resul-
tan en otro elemento del codigo. Es decir, son conjuntos de
mensajes que se pueden escribir como el nicleo de una ma-
triz H. El primer ejemplo se obtiene con H=(1..1]1) yel
segundo, con H= (I| I).Este tipo de c6digos son mas faciles
de entender, pues se basan en seleccionar algunos bits del
mensaje y asociarles un bit de paridad.

Para deducir la matriz H que determina un cédigo basta con
escribirlo como el conjunto de soluciones de un sistema
lineal en F,. Para hacer el proceso inverso, es decir, hallar
el coédigo al que representa una matriz H, escalonamos la
matriz [, transformandola en H'= ( A | I ). A partir de ahi,
extraemos el sistema de ecuaciones lineales que nos la es-
tructura del cédigo. Por ejemplo, si 4 = (1,1,1)(1,0,1)(1,0,0)
el sistema lineal resultante seria el siguiente:

x tx,tz,+z,=0
z, +r,+2,=0
x, +z,=0

0Olo que es lo mismo, siz, r,, 7, son los datos que queremos
transmitir y z,, z, r, sus bits de control, z, z,, z, deben ser
los bits de paridad de (z,, z,, z,), (z, z,) y (z,), respectiva-
mente. Si codificamos (:171, z,, xj) de esta forma, = sera parte
del cédigo y el receptor podra detectar si se han producido
errores. Recordemos que como cambiar las columnas no
nos supone ningun inconveniente en estas matrices, siem-
pre podremos asumir que los bits de control estan al final,

aunque en la practica pueden organizarse como en el ejem-
plo del Hamming(7,4).

Como hemos visto, una vez definido qué cdédigo lineal se va
a usar, su codificacion es muy sencilla. Se trata de una mul-
tiplicacién de matrices en F, (cuerpo de Z,). Sin embargo, el
método de decodificacién es mucho mas complejo.Siy=x +
e es el vector recibido, donde x es el enviado y e el error co-
metido al transmitirlo, entonces para decodificarlo es nece-
sario encontrar el x perteneciente al c6digo mas parecido a
y (mayor niimero de bits iguales). De esta dificultad de deco-
dificar los codigos lineales surgen los c6digos de Hamming,
ya que un subconjunto de ellos que si son sencillos de deco-
dificar. En este articulo no vamos a entrar mas en el méto-
do de decodificaciéon de codigos lineales, pero para el lector
interesado, en la bibliografia hay articulos sobre el tema.

Dando forma al mensaje: los unos y los ceros

Uno se preguntara cémo distintos tipos de mensajes pueden
ser unificados bajo una misma teoria. Con este objetivo, Sha-
nnon desarroll6 un sistema de codificacién que trata igual a
una imagen, a un texto y a un sonido. Para él, lo mas impor-
tante no era el contenido, sino el nimero de opciones que
podian ser recibidas. Imaginemos que queremos adivinar
un mensaje haciendo preguntas que inicamente pueden ser
respondidas con un “si” o un “no”. En esta situacion, si tene-
mos Unicamente dos posibles mensajes, bastaria con hacer
la pregunta correcta para poder distinguirlos. Por el contra-
rio, si en lugar de dos se tienen ocho opciones, el nimero
minimo de preguntas que debemos hacer para distinguir
cada una de las opciones es tres. Supongamos que quieres
saber cudl es el personaje favorito de Phineas y Ferb de tu
amigo. Sabes que es uno de los ocho mas relevantes, por lo
que si eliges las preguntas adecuadas puedes ir dividiendo
el grupo por la mitad hasta acertar. Un ejemplo puede ser el
siguiente:

(VIVEN EN LA CASA DE PHINEAS?

JEs una
agente
secreto?

4Se apellida Doofenshmirtz?
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Como puede verse en la grafica de la pagina anterior, si hace-
mos las preguntas correctas, las posibilidades se van redu-
ciendo a la mitad con cada pregunta. Asi, cualquier posible
mensaje puede recibirse conociendo solo tres respuestas
concretas. Si tanto receptor como emisor conocen qué pre-
guntas se van a realizar, sélo es necesario comunicar tres va-
lores de “si” 0 “no”, que pueden ser representados con un 1
si la respuesta es afirmativa y con un 0 en caso contrario. Si
en esta situacién quisiéramos codificar “Perry”, enviariamos
“101’, porque Perry si vive con Phineas, no es un nifio y si que
es agente secreto.

Es facil ver que la forma de llegar a cualquier respuesta con
la menor cantidad de preguntas es dividiendo el grupo de
posibles mensajes entre dos con cada respuesta. Si, por
ejemplo, hubiera 32 posibles mensajes, ;Qué potencia de
dos es o se acerca mas a 32?7 En este caso, claramente 5 ya
que 1092(32) = 9, por lo que se necesitan cinco bits. Cada bit
actiia como una respuesta (siendo 1 equivalente a “si” y 0 a
“no”). Por lo tanto, usamos un bit para cada respuesta a los
cinco interrogantes. Si el logaritmo no es exacto, tomamos
el primer entero por arriba, o sea, el techo del mismo. Si en
lugar de 32 opciones hubiese 30, tras la segunda divisién
podria quedar un grupo de ocho o siete opciones, para las
cuales ya hemos visto que se necesitan otras tres preguntas.
En total quedan cinco bits.

Ne preguntas = [ log,(z)]

Mais adelante, veremos como esta misma idea es utilizada
por los ordenadores para codificar desde las imagenes de la
pantalla hasta la musica de tus auriculares pasando por un
e-mail. Los famoso unos y ceros del sistema binario (bits)
provienen en esencia de respuestas a preguntas. Familiari-
cémonos algo mas con este sistema.

Sistema binario

El objetivo original de los ordenadores era realizar
calculos complejos lo mas rapido posible. Por razo-
nes de simpleza de hardware y légica, se propuso
usar el sistema de numeracion en binario. Nosotros
estamos acostumbrados a usar el sistema decimal, es
decir, solo hay diez digitos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y el va-

7=2¥3+1
3=2%¥1+1
1=2%0+1

Al llegar a cociente 0, terminamos y leyendo los restos de
abajo a arriba obtenemos el nimero 111001.

Como hemos visto, esta idea parece funcionar muy bien, ya
que codifica cualquier mensaje en un sistema universal apa-
rentemente dptimo. Sin embargo, Shannon se dio cuenta de
una paradoja. Segun su férmula, la cantidad de informacion
de un mensaje depende de las consultas que se realicen.
Volviendo al ejemplo de los personajes, si nuestra primera
pregunta es “;Es un agente secreto?”, y la respuesta es afir-
mativa, entonces esta claro que es Perry, necesitando un
solo bit para codificar los datos. Pero, ;no habiamos dicho
que la eleccion de un personaje tiene 3 bits de informacion,
es decir, que se necesitan tres preguntas para hallarlo? Y es
que Shannon se dio cuenta de que la cantidad aportada por
cada respuesta depende de los candidatos antes y después
de obtener la respuesta. Postulé que la informacién de una
respuesta viene dada por la siguiente férmula:

log,(candidatos antes/candidatos después)

Si empezamos preguntando: “;Es Perry?”, y la respuesta es
afirmativa, tendriamos 3 bits de informacién (log,(8/1)). Si
preguntaramos por cada personaje en concreto, observaria-
mos que la informacién del mensaje no varia:

log,(8/7)+log,(7/6)+log,(6/5)+log,(5/4)+log,(4/3)+
log,(3/2)+log,(2/1) =
=1log,(8/7-7/6-6/5-5/4-4/3:3/2:2/1) = log,(8) = 3 bits

De esta nueva aportacién, descubrimos que la cantidad de
informaciéon de un mensaje no depende de su contenido
sino del abanico de posibles opciones que podemos enviar.
La teoria anterior funciona a la perfeccién con situaciones
en las que los candidatos son equiprobables. Sin embargo,
Shannon tuvo que retocar su férmula para incluir el resto
de casos, porque en la practica no todas las alternativas son
igual de probables.Por ejemplo, supongamos que tenemos
una imagen de 1024 pixeles hecha inicamente con 4 colores
(negro, blanco, gris claro y oscuro), diriamos que tiene una
informaciéon de 2048 bits (2 bits por pixel, 4 opciones).

lor de un niimero depende del valor en las distintas
posiciones, es decir, 123=1*%10?+2*10'+3*10°. El siste-

ma en base 2 sélo tiene dos digitos {0,1}. Esto impli-
ca que para representar el 2 se necesitan dos digitos

(10). Esto facilita notablemente la implementacién fi-

sica, pues se resume a que en un cable haya potencial

0 no. Primero vamos a recordar cdmo leer binario, y
luego, a escribirlo.

Por ejemplo, si quisiéramos hallar el valor decimal de

la codificacién de Phineas en el ejemplo (111), reali-

zaremos la misma cuenta que hacemos con la base

decimal pero en base dos. Es decir, 1*¥2% + 1 *2!4+1%20=
4+2+1=7.

Ahora aprendamos como se escriben los niimeros de-

cimales en binario. Para ello realizaremos el proceso
inverso con el 57:

57 =2*%28 +1

28=2*%14+0
14=2*7+0
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Si conocemos las probabilidades de que aparezca cada co-
lor, podemos elegir preguntas que reduzcan las opciones al
minimo en la mayor parte de casos posibles. En esta imagen
sabemos que la mitad de los pixeles son blancos, un cuarto
son gris oscuro, un octavo negro y otro octavo gris claro. Te-
niendo en cuenta estos datos, si estructuramos las pregun-
tas de la siguiente forma y realizamos el célculo del numero
de bits necesarios para transmitir la imagen, resulta que la
informacién del mensaje es menor:

JES BLANCO?

5l / \No

Primero calculamos cudntos bits son necesarios para iden-
tificar el color de un pixel. Esto depende del color del pixel:
si es blanco, con uno nos bastarg; si es gris oscuro, necesi-
taremos dos, y si es negro o gris clarito, necesitaremos tres.
Como la mitad de las veces que preguntamos la respuesta
serd blanco, un cuarto de las veces un gris y un octavo de las
veces el resto, realizando una media ponderada concluimos
que se necesitan 1,5 bits de media por pixel, menos que en
el caso equiprobable.

1/2%1+1/4*2+1/8*3 +1/8%3=1/2+2/4+3/8+3/8 =
12/8 = 1,75 bits < 2

tamafio de los datos, sino a la probabilidad de que ese men-
saje sea recibido. Cuanto menor sea la probabilidad de reci-
birlo, mayor cantidad de informacién tendra asociada. De la
misma manera, si se tiene la certeza de que un determinado
mensaje serd recibido, no serd necesario preguntar nada
para conocerlo, y por lo tanto su cantidad de informacion
sera cero.

Ahora que ya esta dada toda la teoria y conoces el potencial
de esta tecnologia, vamos a ver lo importante que ha sido
para nuestras vidas. Hoy en dia es sabido por todos que el
mundo estd construido sobre Internet; si este cae, nuestra
civilizacién tal y como la conocemos ira detras. Lo usamos
para acceder a nuestra cuenta bancaria, hablar con nuestra
madre, ver videos de gatitos y echarnos unos LoLetes. ;Y qué
creéis que es todo esto? Al fin y al cabo, todas estas activida-
des no son mas que un conjunto de informacién almacenada
en un lugar y transmitida a través de distintos medios. Dicho
mensaje debe ser manejado con un cierto cddigo, y cuanto
mas 6ptimo sea el sistema, mejor. A continuacién, veremos
cémo se codifican tres tipos distintos de informacién, para
que puedan ser manejados por un ordenador, que tan sélo
es capaz de manejar series de unos y ceros.

Conversion de texto a bits

Para la conversion de texto a bits, se disefi6 en la década de
1960 la tabla ASCII (American Standard Code for Informa-
tion Interchange), un conjunto de caracteres asociados con
cédigos numéricos. Gracias a esta tabla, ya no es necesario
transmitir caracteres, si no que se transmiten niimeros aso-
ciados a caracteres. Originalmente, los caracteres tenian
Unicamente siete bits, pero en la década de 1980 se extendio
para que soportara mas caracteres y fueron codificados con
ocho bits (un byte). Veamos cdmo funciona este sistema:

Tabla de caracteres del cédigo ASCII
Luego, la informacién real de la imagen 0 nuLL| 32 6 @ (96 |° 128 ¢ | 160 |& 192 | L |224 |6
esde 1,75 *1024 = 1792 < 2048 bits. Es 1 SOH[33 |! 65 | A 97 |a 129 | @ 161 | i 193 |+ 225 | B
decir, si hacemos las preguntas adecua- 2 |sTXf34 | fe6 |B |98 |b 130 |é 162 |6 194 | |22 |6
das podremos obtener la imagen hacien- 3 |ETXf35 |# |67 |c oo |c |131 |& f163 |4 195 |} |227 |O
do tan s6lo 1792 preguntas. 4 |EOT[36 [$ [68 |D |100 |d 132 |& |164 |A |196 [— [228 |5
5 ENQ|37 |% [69 |E 101 |e 133 |a 165 | N 197 |+ [229 | B
La férmula general del caso anterior es o [ACKISS & 170 (F 102 F 1134 18 166 17 1198 13 19%0 ju
L ) 7 |BEL|39 [' |71 |G [103 |g [135 |¢ |167 [2 199 |A [231 |p
la siguiente: 8 [Bs |40 |( |72 |H 108 |h |136 |& 200 | L 232 |p
9 |HT |41 |) |73 |1+ f1os |i [137 |& 201 | [233 |0
Zi p; lOgQ(l/ m) 10 |LF [42 |* |74 |3 106 |j 138 | & 202 |4 [234 0O
11 |vT |43 |+ |75 |k [107 |k | 139 |7 203 |3 [235 |0
La tnica diferencia con el caso equipro- 12 |FF [aa |, 76 L 108 |1 140 |1 200 [|F 236 |y
bable es que hace una media ponderada 13 [cR [45 |- |77 |m |109 |m [141 |i 205 [= [237 |V
de la cantidad de preguntas que se nece- 14 |sO |46 |. |78 |N 110 |n |142 |A 206 |4 | 238 |-
sitan para codificar cada caso, es decir, 15 | sl _[47 |/ |79 |0 ]111 |o [143 A 207 |® | 239
se suman el nimero de preguntas ne- 16 |DLE}48 |0 180 |P 1112 |p 1144 |E 208 18 240
cesarias para adivinar un mensaje (lo— 17 {DC1es |1 181 1Q Lu3 e 1105 2919 12412
o . 18 | DC2|50 |2 82 |[R 114 | r 146 | £ 210 | E 242
g,(1/m)) y se multiplica por la probabi- 19 |pc3fst |3 |83 |s [us|s [147 |8 1 | E |23 | %
lidad de esa opcién (m). La probabilidad 20 |pcals2 |4 |8 |T [116 |t 148 |5 212 [ E | 244
aqui no representa mas que (candidatos 21 |NAK[53 |5 |8 [u 117 |u [140 | & 23 [+ | 245 |8
validos/candidatos posibles), donde lo 22 |SYN|s4a |6 |8 |v [118|v 150 | @ 214 |0 | 246 | +
que importa no es que haya cuatro posi_ 23 ETB| 55 7 87 w 119 | w 151 | U 215 | 1 247 |,
bles opciones (colores), sino la probabi- 24 |CANLS6 |8 |88 |X 1120 x 152 |§ 216 |T 248 |°
lidad o proporcién de cada uno. 25 |EM 57 |9 189 |V 1121 |y {153 |0 27 |4 {249 7
26 | SuB|ss8 90 |z [122 |z [158 |0 218 | | 250
Para entender esta situacién, es impor- 27 _|ESCYs0 | por [ 1123 | 1155 @ 210 @ fosi "
. . 28 |Fs |60 |< |92 |\ 124 || |156 |£ 220 | g 252 |
tante_e, saber que la cantldad, dg 1nf9r- 2 las |61 1= o3 |1 |as |3 |57 | o 21 |1 253 |2
macién es un valor matematico bien 30 |Rs le2 |> lea |n |126 |~ |158 |« 222 11 | 252 | m
definido y medible, pues no se refiere al 31 |us |63 |2 |os | [127 [pEL|159 | ¥ 223 |® | 255 | nbsp
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Se observa que estos caracteres alfanuméricos representan
una pequefia parte de los que hay; otros muchos se usan
principalmente en contextos de programacién y desarrollo
de software. La expansion de esta codificacion son los carac-
teres Unicode, que incluyen desde el alfabeto chino o arabe
hasta algunos emoticonos de WhatsApp.

Una vez conocemos esta tabla, podemos codificar nuestro
primer mensaje. Supongamos que queremos mandar a un
amigo lejano la famosa sentencia “Hola mundo!”. Para ello,
debemos sustituir cada caracter por su pareja de la tabla:
Mensaje en espafiol: Hola mundo!

Mensaje traducido con ASCII: 72 111 108 97 32 109 117 110
100 111 33

Mensaje en binario: 01001000 01101111 01101100 01100001
00100000 01101101 01110101 01101110 01100100 01101111
00100001.

El ordenador emisor hara las conversiones que hemos reali-
zado juntos y emitira la cadena de bits. Por su parte, el orde-
nador receptor debera dividir la cadena recibida en grupos
de ocho bits y convertir cada nimero binario a su caracter
asociado. De este modo se construyen las telecomunicacio-
nes actuales, pudiendo transmitir cualquier texto sin impor-
tar su longitud.

Conversion de una imagen a bits

Primero, se debe entender que una imagen digital se com-
pone de pixeles, y cada pixel puede representarse mediante
un conjunto de bits que indica su color. Se empieza mues-
treando cada pixel de la imagen y asignando un valor numé-
rico que represente su color. Las imagenes digitales suelen
utilizar un modelo de color como RGB (Rojo, Verde, Azul) o
escala de grises. Para esta explicaciéon nos centraremos en el
modelo RGB, donde cada pixel se representa mediante una
mezcla de los tres colores primarios de la luz: el rojo, el ver-
de y el azul. Cada uno de estos componentes puede tomar
valores en un rango de 0 a 255, expresado en binario, lo que
corresponde a 8 bits por componente, necesitando en total
24 bits por cada pixel. Es necesario hacer la codificacién an-
terior para cada uno de los pixeles de la cuadricula en la que
se divide la imagen. Finalmente, se almacena la secuencia
que representa los conjuntos de bits de cada pixel de la ima-
gen. Para ser capaces de visualizar la imagen a partir de di-
cha secuencia, se debe tener un ordenador que sea capaz de
convertir los bits en los colores deseados y representarlos
en una pantalla.

Conversion de un sonido a bits

La conversién de una cancién en formato de audio a bits im-
plica la digitalizacién del sonido, es decir, pasar de una onda
analdgica (continua) a una digital (discreta). Los sonidos
que escuchamos en el dia a dia son ondas continuas, que si
cambian de frecuencia deben pasar por todas las interme-
dias, mientras que las digitales s6lo pueden cambiar dando
pequefios saltos de frecuencia.

Como la sensibilidad de nuestro oido es limitada y no es ca-
paz de detectar cambios pequefios en la frecuencia, el truco
es medir la onda cada muy poco tiempo y cambiar la onda
muchas veces por segundo. Cuanto mas frecuentes sean las
muestras, mejor sera la representacion del sonido (aunque
también aumentara el espacio que ocupan en memoria). La
frecuencia de muestreo se mide en “muestras por segundo”
o hercios (Hz). Un valor comun es 44.100 Hz (44,1 kHz) para
audio de alta calidad; esto significa que se mide 44.100 ve-
ces por segundo la frecuencia del sonido. También significa
que, al reproducirse, también se modificaria 44.100 veces
por segundo la velocidad de vibracién de la membrana. Para
cada muestra se toma el valor de la amplitud de la onda de
la sefial y se cuantifica con un nimero representado en bi-
nario, tomando su valor analdgico y redondeandolo al va-
lor binario méas cercano. La precisiéon de cuantificacion se
mide en “bits por muestra”. Por ejemplo, en un formato de
audio de 16 bits, cada muestra se representa con 16 bits, lo
que permite 2 (65.536) valores posibles. Cuanto més alto
sea el nimero de bits de cuantificacién, mas precisa sera la
precisién de las mediciones del audio. Una vez grabadas y
cuantificadas las muestras de la sefial de audio, se almace-
nan como una secuencia de bits en un archivo de audio.

Cuando deseas escuchar la cancidn, un reproductor de audio
interpreta los bits en el archivo y los convierte nuevamente
en una sefial eléctrica que se envia a los altavoces o auricu-
lares para que puedas escuchar el sonido, haciendo vibrar la
membrana a la frecuencia adecuada.

La magia de esta teoria es que, a pesar de no ser muy com-
pleja de comprender, sus aplicaciones tienen un valor in-
menso. Sin ella, las apasionadas cartas jamas habrian sido
sustituidas por los frios mensajes de WhatsApp, las diverti-
das veladas familiares por solitarias noches en vela tratan-
do de ser el mejor entrenador Pokémon y los retratos sobre
lienzo seguirian colgados con orgullo a la entrada de las ca-
sas en lugar de esos horribles selfies. Hay quién diria que
fueron tiempos mejores. Nosotros no; nos gustan demasia-
do Phineas y Ferb y los videos de gatitos.
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Para comerse el coco

Creacién o descubrimiento, ;qué son las matematicas, en caso de no ser ambos? ;Las hemos inven-
tado porque son ttiles o existen por si mismas? Ademas, podriamos preguntarnos si la evolucién
de las matematicas durante la historia podia haber seguido un nico camino o si, con un par de
giros en el guion, podriamos haber llegado a unas matemdticas completamente diferentes. Que

uno mas uno son dos parece simplemente una certeza. Pero, ;qué es el uno?

Estas preguntas y sus respuestas han sido dicha y desdicha de numerosos matematicos. Pero tam-
bién de fildsofos, que en su gusto (filo) por el conocimiento (sofia), han querido desentraiar la
esencia de la base de todas las ciencias. De hecho, hubo un tiempo en el que la distincién entre
matemitico y fildsofo era mas tedrica que préctica. Inusual era el sabio que supiera de una y no
de otra. Quiza ha sido el tiempo, el volumen de conocimiento o el sistema educativo los que han

hecho que hoy no vayan tan de la mano.

Esta seccion de la revista es un homenaje al vinculo entre ambas disciplinas. En particular, se
tratara desde distintas perspectivas la union, la relacion y el parentesco entre la logica y las ma-
temadticas. Ademads de articulos escritos por compaiieros, hemos tenido la suerte de contar con la
aportacion de Victor Aranda y Maria Manzano, dos personas que hoy en dia dedican su vida a

estos estudios. Como algunos dirian, a comerse el coco.
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s;Son las matematicas un
acto de fe?

Los Teoremas de Incompletitud y el corazon de

las matematicas.

Los dos teoremas de Godel que cambiaron la historia de las matemdticas nos

ofrecen una nueva forma de interpretarlas.

Por Hugo Marquerie y Mario Naranjo, estudiantes de Matemadticas de la UAM

En el corazén de cada matematico hay una verdad incoémoda
que intenta olvidar: todo su trabajo es un acto de fe. No sabe
si aquello a lo que ha dedicado su vida es verdad; y lo peor
de todo es que nunca lo podra saber. Pero ;qué significa que
algo sea verdadero? ;Es equivalente a decir que se puede de-
mostrar? Y si es asi, ;qué es una demostracién? Son concep-
tos que usamos a diario pero rara vez pensamos friamente
en qué significan. Por ejemplo, ;es la siguiente frase verda-
dera?: “Esta frase es mentira”. Después de un rato pensan-
do en circulo, llegamos a la conclusion de que es verdadera
si y sélo si es mentira, jcontradiccion! Este aparentemente
inocuo ejemplo encierra uno de los conceptos mas proble-
maticos para matemadticos y ldgicos: la autorreferencia.
Mas adelante, veremos cdmo podemos traducir esta idea en
un agujero insalvable en el corazén de las matematicas: la
teoria de nimeros. Pero antes, veamos como se lleg6 hasta
aqui.

En 1874, el matematico aleman George Cantor publicé un
articulo que creé un nuevo paradigma en las matematicas:
la teoria de conjuntos. Con su argumento de la diagonal, de-
mostré que habia mas nimeros reales que nimeros natura-
les y, por lo tanto, que existian infinitos mas “grandes” que
otros. Esta idea dividié a los matematicos de la época. Por
un lado, estaban los intuicionistas, que crefan que el traba-
jo de Cantor era un sinsentido. Para ellos, las matematicas
no eran mas que una creacién de la mente humana y, por
ende, los distintos infinitos de Cantor no eran reales. Por
otro lado, estaban los formalistas, aquellos que creian que
las matematicas se podian deducir de un conjunto de axio-
mas y reglas légicas. Pero ;qué es un axioma? Se trata de un
enunciado tan intuitivo que se toma por verdadero adn sin
ser demostrado y que sirve como base para el resto de los
teoremas. Por ejemplo, el axioma de tercero excluido: o P
o no P, es decir, una proposicién es o bien verdadera, o bien
falsa, no hay una tercera opcion.

En 1901, los formalistas recibieron un duro golpe por culpa
de la ambigiiedad en la definicién de conjunto. Dado que un
conjunto puede contener cualquier cosa, también se pue-
de contener a si mismo, lo que vuelve a causar un proble-
ma de autorreferencia. ;Se contiene a si mismo el conjunto
que contiene todos los conjuntos que no se contienen a si
mismos? Esta paradoja fue formulada por Bertrand Russel,
quien tendra un papel determinante en esta historia. Sin

embargo, los formalistas consiguieron solventar dicho pro-
blema restringiendo y jerarquizando los conjuntos. De esta
forma, dichos conjuntos tan generales dejaron de serlo, sal-
vandose de la paradoja.

Antes de continuar con nuestra historia, detengdmonos un
momento para introducir los siguientes conceptos: sistema
formal, completitud y coherencia. Un sistema formal esta
compuesto por un conjunto de simbolos, un conjunto de
axiomas y ciertas reglas de inferencia que sirven para deri-
var teoremas a partir de los axiomas. Daremos como ejem-
plo el sistema mg formulado por Douglas Hofstadter en su
célebre libro Gédel, Escher, Bach.

an Eternal Golden Braid

Douglas R Hofstadter

A metaphorical fugue on minds and machines
in the spirit of Lewis Carroll

A

Primera portada del libro publicado en inglés (1979)
(Origen: Wikipedia)

Este sistema se compone de tres simbolos: {m, g, -}. Si x es
un conjunto con un nimero cualquiera de guiones, entonces
la cadena xm-gx- es un axioma. De esta forma, quedan com-
pletamente caracterizados todos los axiomas del sistema
(en este caso, tenemos un numero infinito de ellos, pero en
otros sistemas no tiene por qué ser asi). La regla de infe-
rencia es la siguiente: supongamos que x, y y z representan
cadenas especificas formadas exclusivamente por guiones, y
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supongamos que se sabe que xmygz es un teorema, entonces
xmy-gz- es un teorema. Animamos al lector a que dedique
un rato a producir sus propias cadenas y comprobar si son
teoremas o no.

Dado que esta parte es siempre omitida, insistiremos algo
mas en el sistema mg dada la importancia que tiene enten-
der el concepto de sistema formal. Partiendo del axioma

---m-g---- podemos llegar, aplicando tres veces la regla de in-

ferencia, al teorema ---m----g------- de la siguiente manera:
(1) --m--g----
(2) --me-ng-e
(3) --me-enge

;Como saber si una cadena es un teorema o un no teorema?
En primer lugar, la cadena tiene que estar bien formada, es
decir, sélo puede contener simbolos del sistema (en este
caso). Asi, la cadena -m-j-- no es una cadena de mg, ya que
j no pertenece al conjunto de simbolos del sistema. Una vez
que tenemos claro esto, nos debemos dar cuenta de que la
regla de inferencia sdlo alarga las cadenas. Asi que, para ver
si una cadena bien formada es un teorema, bastara con ir ha-
cia atras en el proceso hasta que no podamos mas; entonces,
si hemos llegado a un axioma, la cadena de la que partiamos
era un teorema, y si no, no. A esto se lo llama procedimiento
de decision. Para asegurarnos de que el lector ha entendido
estos conceptos, he aqui un ejercicio: ;cuales de las siguien-
tes cadenas son teorema?*

(1) ~-m-g-

(2) --m--m-g-----
(3)-m-g--

(4) -+
(5)-—-g---m=-----

La pregunta ahora es: ;tienen significado dichos simbolos?
Si somos muy puristas, no: el formalismo de un sistema for-
mal recae en que s6lo hay simbolos y manipulaciones tipo-
graficas carentes de significado. Sin embargo, como algtin
perspicaz lector habra podido notar, el sistema mg tiene un
significado implicito: la suma de dos ndmeros naturales. Si
tomamos el nimero de guiones como un nimero, la m como
“+”yla g como “=”, entonces vemos claramente c6mo el sis-
tema mg es isomorfo a la suma de dos niimeros naturales
cualesquiera. Aunque también es cierto que podriamos ha-
berles dado cualquier otro significado a los simbolos como:
m = “vaca”, - = “burro” y g = “Madrid”. Entonces, tendriamos
un sistema con los mismos teoremas pero mucho mas pin-
torescos.

Un sistema se dice correcto si todos sus teoremas al ser
interpretados resultan ciertos y compatibles entre si. Esto
quiere decir que un sistema no expresa verdades por si mis-
mo, sino que lo hace con respecto a un isomorfismo. El sis-
tema s6lo esta compuesto por simbolos tipograficos, por lo
que no tiene sentido hablar de verdad si no es en base a una

interpretacion externa al sistema.

Por ejemplo, imaginemos que al sistema mg le afladimos
otro esquema de axioma: si x es una cadena de guiones, en-
tonces xm-gx es un axioma. Pareceria que se nos ha caido el
sistema formal porque ahora tenemos teoremas como: -m-
g--y -m-g-, que vendrian a significar: 1+1=2 y 1+1=1. {Una
flagrante falsedad! Pero esto sélo es debido a la interpreta-
cién a la que nosotros hemos sometido al sistema. Si ahora
cambiamos el significado de “g” por “2”, entonces volvemos
a tener un sistema correcto. Sin embargo, el isomorfismo ya
no es completo en el sentido de que existen desigualdades
verdaderas que el sistema no puede expresar. Por ejemplo,
“1+221" no se puede traducir a una cadena bien formada
del sistema.

Sin embargo, mg (ampliado) sigue siendo completo en el
sentido de que toda cadena es un teorema o no lo es; a esto
se le llama ser completo (16gicamente hablando). Pareceria
razonable asumir que todo sistema que se precie ha de ser
completo pero, aunque resulte chocante, esto no tiene por
qué ser asi; hay sistemas en los que no se puede saber si
ciertas cadenas cumplen esta condicién. Esta es la nocién de
completitud que realmente nos interesa.

Por otro lado, si queremos un sistema que sea capaz de ex-
presar las verdades matemadticas correctamente, es inelu-
dible incorporar en él el calculo proposicional, también lla-
mado ldgica de orden 0. Se trata de un sistema formal cuyo
conjunto esencial de simbolos es {A, v, =, =} y al que, tanto
matematicos como légicos y fildsofos, estdn muy acostum-
brados. Los simbolos representan la conjuncién, disyuncion,
implicacidn y negacion respectivamente, y se usan para re-
lacionar proposiciones entre si. Aparte, tenemos los &tomos
{P, P!, Q, ..} que simbolizan enunciados cualesquiera; P
puede ser interpretado tanto como “hoy ha llovido” como
“3 es un nimero primo”. La gracia de implementar la légica
proposicional en otro sistema formal es que los d&tomos se
convierten en las cadenas de dicho sistema, permitiéndo-
nos relacionar cadenas entre si. La negacién (—) resulta de
particular importancia ya que permite definir formalmente
el concepto de (in)coherencia, a saber: un sistema es con-
sistente si y s6lo si no hay ninguna proposicion tal que se
puede derivar tanto ella como su negacién de los axiomas,
es decir, 7(P A -P) es un teorema. Una contradiccién en un
sistema formal supondria un problema enorme porque, mas
alla de ir en contra del sentido comun, obsérvese en la si-
guiente derivacion las consecuencias desastrosas de aceptar
(P A =P) como teorema:

(PA-P)=>((PVQ)A-P)= (("P=>Q)A-P)=Q.

(Coémo? Hemos llegado a una proposicién que no estaba pre-
sente de ninguna manera en las premisas, lo que significa
que, a partir de una contradiccién, jpodemos derivar cual-
quier cosa! Esto se denomina principio de explosién y hace
al sistema completamente inttil, ya que todas las cadenas se
convierten en teoremas. Entonces, un sistema incoherente
es automaticamente completo porque toda proposicion es
demostrable.

! (Solucién: aquellas cadenas cuyo indice pertenece a la sucesion de Fibonacci no son teoremas)
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Pero volvamos a lo que nos compete. Los formalistas tenian
como objetivo convertir todas las matematicas y la l16gica en
un sistema formal, en el cual toda proposicién matematica
pudiese expresarse por medio del sistema y se pudiese sa-
ber en un nimero finito de pasos si era verdadera o falsa.
Siguiendo esta linea, Bertrand Russell y Alfred North Whi-
tehead publicaron entre 1910 y 1913 los tres volumenes
de Principia mathematica, en los que intentaron satisfacer
dicho objetivo (aunque de forma un tanto engorrosa, todo
sea dicho; por ejemplo, demostrar la infinitud de los ndime-
ros primos ocuparia mas de mil paginas de escritura). El
lider de los formalistas, David Hilbert, planteé en una con-
ferencia las tres siguientes preguntas: ;son las matematicas
completas?, ;son las matematicas consistentes? y ;son las
matematicas decidibles?, todas ellas basandose en Principia
mathematica.

Aqui es donde entra en escena el protagonista de esta obra,
Kurt Godel, que frustraria los suefios de todo formalista
con sus Teoremas de Incompletitud. El primero dice lo
siguiente:

Todo sistema formal coherente lo
suficientemente potente como para
generar la aritmética es incompleto,

es decir, tiene proposiciones

indemostrables.

La genialidad de la prueba de Godel se basa en la fusioén de
dos ideas excepcionalmente ingeniosas: la numeracién Go-
del y el método diagonal de Cantor. La primera nos ofrece el
descubrimiento de que un sistema formal capaz de describir
la aritmética de los nimeros naturales puede “hablar de si
mismo”. La segunda idea consiste en circunscribir esta capa-
cidad de autoanalisis en una sola cadena del sistema, de tal
manera que hable de su propia demostrabilidad. Sin embar-
go, para comprender la demostracidon de Godel, es necesario
adentrarnos en su argumentacion.

Primero, asignamos un nimero natural cualquiera a cada
simbolo del sistema formal (siempre y cuando sean dis-
tintos y no quepa ambigiiedad). Posteriormente, ideamos
un método que combine los niimeros de cada simbolo de
una cadena para asignarle un nimero que la identifique de
forma tnica. A este lo llamaremos nimero de Godel de la
cadena. Por ejemplo, si al “0” le correspondiese el 666 y al
“=" el 111, a la cadena “0 = 0” le corresponderia el nimero
Godel 666.111.666. Ahora, como cada cadena tiene su co-
rrespondiente nimero de Godel, las reglas de inferencia,
que sirven para transformar una cadena en otra, equivalen
a una operacion aritmética que recibe el nimero Godel de
una y devuelve el nimero Godel de la resultante al aplicar
la regla. Entonces, la cuestion de si una cadena dada es un
teorema dentro del sistema queda reducida a determinar si
su numero Godel puede obtenerse a partir de la aplicacién
recursiva de una serie de operaciones aritméticas (determi-
nado por las reglas de inferencia) a un conjunto de nimeros
Godel iniciales (correspondiente al conjunto de axiomas).

Dicho de otra manera, si denotamos “TNT” al sistema for-
mal (Teoria de Numeros Tipografica) y “nimeros TNT” al
conjunto de niimeros que se obtienen con la aplicacion re-
cursiva de las operaciones aritméticas determinadas por las
reglas de inferencia, entonces una cadena C es un teorema
siy s6lo si su nimero de Gdodel ¢ es un nimero TNT. Ahora,
podemos ver que “c es un nimero TNT” es una proposicién
de teoria de nimeros y, por tanto, se traduce directamente
a una cadena en TNT que habla de las propiedades aritmé-
ticas de c. Asi es como TNT consigue autorreferenciarse.

El siguiente objetivo es construir una cadena que, en esen-
cia, implique su propia negacién usando la numeracién de
Godel. Para su construccidn, son necesarios dos conceptos
clave que, en Godel, Escher, Bach, se denominan pares de
prueba y aritmoquinificacién. Sin embargo, para entender-
los, es necesario adentrarse en el funcionamiento de TNT
mucho més de lo que esta al alcance de este articulo. Por lo
tanto, asumiremos que existe una cadena, que denotaremos
como “G”, en honor a Godel, tal que niega que g sea un nu-
mero TNT. Es decir, niega la existencia de una demostracién
para la cadena cuyo numero de Godel es g. ;Cudl es el truco?
Que g es el numero de Goédel de G, por lo tanto, la cadena
estd negando su propia demostrabilidad.

G © - (g € nimeros TNT) < G no es un teorema de TNT.

Nos encontramos ante la misma paradoja del comienzo del
articulo y la conclusién es clara: como la contradicciéon no
se puede permitir en un sistema formal por el principio de
explosidén, ni G ni =G son teoremas. Esto quiere decir que
existe al menos una proposicién matematica que no puede
ser demostrada (ni ella, ni su negacién) y, por tanto, el siste-
ma es incompleto.

El Primer Teorema de Incompletitud pone a relucir una
diferencia sutil pero clave entre un teorema y una proposi-
cion verdadera, ya que G podria estar expresando una ver-
dad sin que ello suponga un problema en la consistencia de
TNT, pero entonces dicha verdad seria indemostrable dentro
del sistema. Por lo tanto, la demostrabilidad es mucho mas
débil de lo que Hilbert habia pensado porque existen propo-
siciones verdaderas que no pueden ser demostradas.

Este teorema es mucho mas “vigoroso” de lo que podemos
llegar a pensar, porque si s6lo existiese una proposicion in-
decidible (que no se puede demostrar su afirmacién ni su
negacién), bastaria con incorporarla al conjunto de axiomas.
Pero el Primer Teorema de Incompletitud es como un can-
cer que se extiende por todo el sistema; una vez que hayas
incorporado dicha proposicién como axioma, apareceran
otras que también sean indecidibles. Es decir, nunca podras
tener un sistema completo que caracterice la aritmética.

Puede parecer que estos conceptos no son mas que mera
formalidad y que en el dia a dia jamas aparecera una propo-
sicion tan extrafia como para que sea indecidible. Nada mas
lejos de la realidad, observe el lector un ejemplo que ya ha
aparecido antes en el articulo: las distintas magnitudes del
infinito. Cantor probé que existian mas numeros reales que
numeros naturales y que, por lo tanto, habia infinitos mas
“grandes” que otros. Lo increible del asunto es que no pode-
mos saber si existe un conjunto con una cardinalidad inter-
media entre ellos. Es decir, si denotamos al infinito natural
como X y al infinito real como ¢ no se puede demostrar ni
que exista ni que no exista un niimero transfinito X, tal que
R, < R, <c Se suele referir a este problema con la hipdtesis
del continuo, que afirma que &, =c.
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Hemos empezado esta historia diciendo que las matemati-
cas son un acto de fe y eso es mucho mas fuerte que decir
que existen proposiciones que no se pueden demostrar. El
programa de Hilbert proponia que las matemadticas eran
completas y coherentes. Ya hemos visto que son incomple-
tas y el enorme problema que causaria una incoherencia,
por tanto, cabria esperar la posibilidad de demostrar la co-
herencia en la aritmética. Sin embargo, probar la coherencia
de un sistema se debe hacer en base a un sistema externo;
de lo contrario, se llegaria a una demostracidn circular. Seria
como si aceptasemos que los autores de este articulo somos
las dos personas mas guapas de la UAM porque lo decimos
en este articulo, una creencia injustificada (aunque verdade-
ra en este caso). Ademas, dicho sistema debe de ser “menos
potente” que el que intentamos probar porque estariamos si
no matando moscas a cafionazos.

Es aqui donde se derrumba el suefio formalista, con el Se-
gundo Teorema de Incompletitud: si un sistema formal que
genere la aritmética es coherente, no es posible probar su
coherencia. Esto se debe a que, para demostrar la consisten-
cia de TNT, se debe recurrir a un sistema al menos tan po-
tente como TNT, cayendo en la circularidad mencionada. En
palabras de D. Hofstadter: “Las facultades de introspeccion

de TNT son grandes cuando se trata de expresar cosas, pero
sumamente débiles cuando se aplican a demostrarlas” (D.
Hofstadter, 2022: 502).

Donde se derrumba un suefio, nace una creencia. La creencia
en que las matematicas son consistentes y que, si en algiin
momento aparece una contradiccién, podremos remediarla
como antiguamente se hizo con la teoria de conjuntos. Sin
embargo, la verdad es que nunca lo podremos saber; este se-
gundo teorema lapida toda certeza que en un pasado se cre-
y6 tener sobre las matematicas, dejandonos desamparados
en un mar de incertidumbre. Pero esto pasa por tener dema-
siada esperanza en un sistema formal. Al fin y al cabo, no es
mas que un conjunto de simbolos y reglas de manipulacién
inertes que se tambalea al mirase al espejo y finalmente nos
estalla en la cara, como, por otro lado, ya nos estaba avisan-
do sunombre. Sin embargo, las matematicas estan vivas, son
un ente en constante desarrollo que escapa al mero forma-
lismo. Es por eso por lo que siguen existiendo hoy en dia, ya
que, si tomasemos estos resultados al pie de la letra, habrian
desaparecido hace tiempo. El agujero en el corazén de las
matematicas nos ha servido para poder comprenderlas. Na-
die nos expulsara del paraiso que Gédel ha creado.

A

Dos formas de ver las matematicas: el mundo ordenado de
David Hilbert (izda.) y el caos de Kurt Godel (dcha.). Hilbert
buscaba establecer un sistema de reglas que permitiera
construir las matematicas desde la raiz, filosofia encapsu-
lada en su famosa frase: Wir mussen wissen, wir werden wis-
sen (Necesitamos saber, sabremos). Para su consternacion,
Godel encontré contradicciones en el seno de este objetivo,
revelando que hay verdades que no pueden demostrarse,
usando argumentos como G < G not in TNT (explicados en
este articulo).
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sSon las verdades aritméticas
verdades logicas?

Logicismo para el siglo XXI

Hace sesenta y dos afios el logico y matemdtico L. Henkin revivia una de las

eternas disputas sobre el indispensable papel de la logica en las matemdticas,

una que pone en duda la naturaleza de teoremas y proposiciones por igual.

Por Victor Aranda Utrero, Dpto. de Légica y Fisica Teérica, UCM

En 1962, el légico y matematico Leon Henkin escribi6
el articulo "Are Logic and Mathematics Identical?" (ga-
lardonado con el Premio Chauvenet), donde se discutia la
vieja tesis logicista de Russell a la luz del espectacular de-
sarrollo que la légica matematica habia experimentado en
las tres décadas anteriores. Para un logicista radical, todas
las verdades matematicas (de una determinada rama) no
son sino verdades légicas; para el logicista moderado, solo
los teoremas (o sea, los resultados deducibles de la rama en
cuestion) lo son. No obstante, ambos estan de acuerdo en
que la logica permite fundamentar los conceptos basicos de
todas las disciplinas matematicas, obteniéndose de forma
derivada los "primeros principios' de las mismas. De ahi
que Russell y sus seguidores mantengan que, en el fondo, las
matematicas se reducen a la logica.

David Hume

1711-1776

Immanuel Kant
1724-1804

Como cuenta el propio Henkin, esta afirmaciéon caus6 un
gran revuelo en la comunidad matematica que iniciaba el
siglo XX. No en vano, ya desde que Kant trazara la conocidi-
sima distincién entre juicios analiticos (aquellos cuya ver-
dad depende exclusivamente del significado de las palabras
que en ellos aparecen) y sintéticos (todos los demas) en su
Critica de la razén pura®, las proposiciones de la légica se
han considerado ejemplos arquetipicos del primer tipo. Por
decirlo con Wittgenstein, "todas las proposiciones de la 16-
gica dicen lo mismo. Es decir, nada". Por lo tanto, si esto es
asi, y si efectivamente las matematicas se reducen a la 14gi-
ca, ;podemos concluir, entonces, que las proposiciones de la
matematica tampoco dicen nada?

LINEA DEL TIEMPO
DE FILOSOFOS MODERNOS
Y CONTEMPORANEOS
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Gottlob Frege
1848-1925

* "Los futbolistas son deportistas" seria un ejemplo
de juicio analitico; "los futbolistas son famosos" es
un ejemplo de juicio sintético.

Si podemos concluir a ciencia cierta que, por el primer teo-
rema de incompletud de Godel, el sistema légico que Russell
construy6 junto con Whitehead para deducir la matematica
ordinaria contiene enunciados indecidibles si le afladimos
una cantidad suficiente de aritmética: férmulas que no se
pueden demostrar (ni refutar) partiendo de unos pocos
principios légicos, puramente tautoldgicos. De acuerdo con
los filosofos e historiadores de la matematica, esto supuso
un duro golpe para el logicismo tradicional. Por otro lado,
la lo6gica de Frege, que también asumia una perspectiva lo-
gicista en lo que respecta a la mencionada aritmética, habia
sufrido un revés importante afios antes de que se publica-
ran los Principia Mathematica de Whitehead y Russell. Fue
el mismo Russell quien, en una carta que data de 1902, co-
munic6 a Frege que habfa encontrado una contradiccién en
el sistema formal de este dltimo (la popular "paradoja del
barbero?"), originando toda una crisis de fundamentos. Asf
pues, parece que el matematico respira aliviado: el logicismo
es, segln todas las apariencias, un paradigma obsoleto.

> Sea M={X|X¢gX}.
;Pertenece M a si mismo?

Sin embargo, hay filésofos que sostienen que el descubri-
miento de la paradoja del barbero habria opacado el logro
mas destacado de Frege. Aunque es habitual citar su Con-

Alfred Whitehead
1861-1947

1872-1970

ceptografia, donde el matematico aleman formul6 explicita-
mente las reglas de inferencia que caracterizan a los cuanti-
ficadores de la llamada "légica clasica", en los Fundamentos
de la aritmética establecid el resultado que hoy se conoce
como "'teorema de Frege". Este teorema afirma, basicamen-
te, que ciertas proposiciones fundamentales de la aritmética
se derivan de la logica de segundo orden (aquella que per-
mite cuantificar no solo sobre un conjunto de individuos,
sino también sobre los subconjuntos del mismo) si afiadi-
mos la Ley Bdsica V:

{z | p(@)} = {z [ (@)} syss Va(p(z) < ¢(z))

Es decir, el conjunto de los s y el de los ¥'s son el mismo &
paratodo =, T es ¥ & también es ¥. Naturalmente, la pri-
mera dificultad que debe sortear el logicista para mantener
su tesis es de caracter filosofico: ;es realmente la Ley Bdsica
Vuna proposicion légica o, por decirlo de otra forma, un jui-
cio analitico? No esta del todo claro. La segunda dificultad
es, en cambio, de caracter matematico. Es una consecuencia
de la Ley Bdsica V que, si ¥ define un concepto, entonces
debe existir el conjunto de los ¥s. Lamentablemente, este
principio, que en la literatura es denominado "principio in-
genuo de comprension”, es suficiente para derivar la exis-
tencia del conjunto de los conjuntos que no se contienen a
si mismos.

Pues bien, lo que l6gicos mas actuales han mostrado es que
la demostracién del teorema de Frege es perfectamente va-
lida en l6gica de segundo orden siempre que reemplacemos
la problemadtica Ley Bdsica V por otro principio abstracto,
el principio de Hume (Frege lo obtenia secundariamente por
medio de la primera). De hecho, seria esta observacién de
Parsons en su "Frege’s Theory of Number", publicado solo

Ludwig /
Wittgenstein :\. A Leon Henkin
1889-1951 1921-2006

Bertrand Russell

Kurt Godel
1906-1978
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tres afios después de que Henkin escribiera su articulo di-
vulgativo, lo que propicié la irrupcién del Neo-Logicismo. El
Neo-Logicismo es un intento de revivir el programa de Frege
que argumenta que hay ramas importantes de la matemati-
ca, como la aritmética, que estan constituidas por verdades
analiticas. Recibié un primer impulso gracias al trabajo de
Crispin Wright en los afios 80 del siglo pasado y, aunque se
han planteado argumentos filosdficos que justifican légica
y epistémicamente el principio de Hume, se sustenta funda-
mentalmente en el teorema de Frege: la l6gica de segundo
orden mds dicho principio implican deductivamente la arit-
mética de Peano (es decir, aquella que define los naturales y
sus operaciones basicas).

Es importante dejar claro que, en el contexto de la légica de
segundo orden, tenemos variables para los los objetos (la =
minuscula, por ejemplo) y para los conceptos (la F' yla G
). Ademas, debemos introducir un operador funcional que
se aplica a conceptos y devuelve individuos como valores.
Ese nuevo simbolo # (que no es comtin a todos los lengua-
jes de segundo orden) se interpretara como la funcién que,
aplicada a un concepto, devuelve el nimero cardinal que
indica cudntos objetos caen bajo su extensién. Gramatical-
mente, si F'es una variable para un concepto (o, dicho mas
técnicamente, "relacional”), entonces #['es un término
que denota un ndmero concreto; si ©(x) es una férmula
donde la z est4 libre, entonces #z¢(z) es un término (que
denota, de nuevo, un nimero) donde la  esta ligada. La lec-
tura intuitiva de #z¢(x) es, claro, ""el nimero de ¥s', de
tal forma que, si P es la propiedad de ser nimero primo
y ¢(@) == Pz A (z < 11), entonces #2(Pz A (z < 11)) es
4. Asi, es obvio que # puede entenderse como una suerte
de operador de numerosidad. Llegados a este punto, pode-

Edward

George Boolos N. Zalta

1940-1996

Neil Tennant
1950 - Presente

mos introducir, al fin, el principio de Hume (también llamado
N=):

VEG(#a(F(2)) = #2(G(x) & F = @)

donde F' = @G es una abreviatura de la férmula de segundo
orden que expresa que existe una correspondencia uno-a-
uno entre los elementos que caen bajo la extensién de F' y
los que lo hacen bajo la de G (cabe destacar que esta for-
mula es estrictamente ldgica, ya que en ella no aparece el
operador #).

Es decir, el principio de Hume determina que, para cuales-
quiera conceptos F'y (G, el numero de F'syelde Gsesel
mismo < existe una biyeccioén entre sus respectivas exten-
siones. Frege presento este principio en la §63 de los ya cita-
dos Fundamentos, afirmando que la idea de que la identidad
numérica debe definirse en términos de correspondencia
uno-a-uno estaba ganando popularidad entre los matema-
ticos (él menciona explicitamente a Cantor). Puesto que
Hume era el referente en cuestiones relativas a la identidad,
el l6gico americano George Boolos bautizé N= con el nom-
bre del fil6sofo empirista. Evidentemente, para el Neo-Logi-
cismo era necesario que dentro de este marco se pudieran
definir los nimeros naturales. Y, en efecto, tenemos que

Ha(e # @)

denota la cardinalidad de un concepto con extension vaciay,
por tanto, puede usarse para definir el niimero 0. De hecho,
# sirve para definir otros conceptos de la aritmética, lo cual
legitima su inclusion en el lenguaje objeto. Por ejemplo, un
término como

#y(#z(z # ) = y)

LINEA DEL TIEMPO
DE FILOSOFOS MODERNOS
Y CONTEMPORANEOS

1952 - Presente

Paolo Mancosu
1960 - Presente
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permite definir el nimero 1. Incluso es posible encontrar un
objeto que hace las veces de "anti-cero" y que, debido a ello,
denotard un "nimero infinito" (que es, también, el referente
de #P si P es la propiedad de ser primo). Es facil ver que
el numero de objetos que caen bajo la extension

#a(x = x)

es infinito cuando cuantificamos sobre estructuras de Pea-
no. En 1987, Boolos propuso un modelo donde el objeto w
es precisamente ese ''numero infinito" (es, claro, el primer
ordinal no numerable). Filésofos como Wright, Rumfitt,
Clark o Heck han discutido intensamente en los ultimos
afios sobre este "anti-cero". Todos los neo-logicistas estan
de acuerdo, no obstante, en que N=, si bien no es una propo-
sicion estrictamente légica (porque involucra al operador
#) sf que es una verdad analitica. Como es obvio, esta postu-
ra hasido a su vez criticada, entre otros por el profesor Paolo
Mancosu (cuyo libro de 2016, "Abstraction and Infinity", es
una excelente introduccion a los principios de abstracciéon
no solo en aritmética, sino también en geometria).

En definitiva, los defensores de la tesis fregeana de que la
aritmética se puede reducir a la légica parecen no haber
dicho su tultima palabra. Al margen de los trabajos que si-
guen la linea de Wright y Boolos, existen otros enfoques que,
aun pudiéndose considerar neo-logicistas, se separan de los
Fundamentos en algunos aspectos relevantes. Por ejemplo,
el "logicismo constructivo’ de Tennat rechaza la asuncion
fregeana de que todos los términos denotan, apoyandose,
por tanto, en una Ildgica libre (que es, en este sentido, 'no
clasica"). Partiendo de esa ldgica, en su libro de 2022 titu-
lado "The Logic of Number", Tennat trata de construir una
derivacion logicista de los nimeros naturales, racionales
y reales. Por otra parte, Edward N. Zalta planted lo que se
ha llamado "logicismo modal", donde la l6gica de segundo

orden es enriquecida con los operadores de necesidad, [J
y posibilidad, ¢, evaludndose las férmulas atendiendo a
un contexto concreto (de "mundos posibles"). La principal
novedad de su propuesta es la distincién entre objetos or-
dinarios y abstractos: solo podemos asignar un nimero a
los conceptos cuya extension estd formada por objetos del
primer tipo.

Asi, el Logicismo, con sus diferentes versiones, sigue siendo
en nuestros dias fuente de disputas entre académicos por
las cuestiones que todavia quedan sin resolver. De entre los
problemas abiertos que marcan la agenda neo-logicista, po-
demos destacar, en primer lugar, la controversia en torno a
los principios de abstraccion, como el de Hume, y su carac-
ter pretendidamente analitico. Aunque N= nos parezca una
verdad puramente conceptual, y encontremos argumentos
filosoficos para apoyar esa intuicidn, ;es posible elaborar
una prueba, rigurosa y precisa, de que los principios de
abstraccién que aceptemos en matematicas van a ser ver-
dades analiticas? Relacionado con esto aparece, en segundo
lugar, otro problema mucho mas general. Y es que, para de-
terminar si una proposicion es verdadera solo en virtud de
las relaciones conceptuales entre sus constituyentes, seria
deseable contar con una distincidn nitida entre expresiones
que son légicas ("todos", "algin", "y", "no", etc.) y las que
no lo son. Aunque pueda sonar algo increible para el no ini-
ciado, ninguna de las distinciones propuestas hasta ahora
ha recibido la aprobacién unanime de los filésofos de la 16-
gica. ;Qué hace, pues, para el logicista, que una expresion
sea légica? ;Puede el neo-logicismo del siglo XXI ofrecer una
solucidn a este problema de demarcacion? Aqui no tenemos
la respuesta a ninguna de estas preguntas, pero si una pista.
Las soluciones estan donde todo empezd hace mas de cien
afios, con Frege y Russell: en la interseccion entre filosofia y
matematicas.
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Entrevista a...
MARA MANZANO ARJONA

Por Mario Naranjo Fuente y Raquel Izquierdo Pato, estudiantes de Matematicas de la UAM

Mara Manzano, licenciada en Filosofia por la Universidad de
Barcelona y doctorada en Légica por la misma universidad,
es profesora emérita en la Universidad de Salamanca.

Esta muy involucrada en diversos proyectos de divulgacion para
alumnos de todas las edades, y ha sido una de las fundadoras del
master univesitario en Logica y Filosofia de la ciencia de 1a USAL.
La Sociedad de Filésofas Analiticas de Espafia la ha premiado
como reconocimiento a su trayectoria profesional.

Buenos dias, Mara. Para nosotros es un placer que
nos hayas concedido esta entrevista para la seccién
Filosofia y matematicas de nuestro tercer nimero de
la revista. Al leer un poco sobre ti, lo primero que nos
llamé la atencidn fueron los estudios que realizaste so-
bre légica y matematicas. Nos gustaria conocer un poco
sobre tus inicios, tus estudios y tu formaciéon académi-
ca. ;Cuando y por qué supiste que te querias dedicar a
la légica? ;Hay alguna persona que haya influenciado
especialmente tu carrera? ;Cémo fueron esos estudios
universitarios?

Yo hice Bachillerato de Ciencias y no tenia nada claro qué
carrera queria estudiar. Por una parte, me gustaban las ma-
tematicas, la fisica y la biologia; por otra, la literatura, y tam-
bién me interesaba la psicologia.

Mi primera opcién era Medicina, la segunda Filosofia y Le-
tras y la tercera habria sido Ciencias. Empecé la carrera de
Medicina en Sevilla en el curso 1967-1968, pero me pasé a

Filosofia ese mismo afio; me di cuenta de que la medicina no
era lo mio y me cambié enseguida a la que era mi segunda
opcion.

Estudié Filosofia en la Universidad de Barcelona a partir del
curso 1968-1969 y, gracias al denominado Plan Maluquer,
pude disefiar mi propio plan de estudios centrado en asig-
naturas de Logica, Matematicas y Lingiiistica. La eleccién de
asignaturas tenfa que ser admitida por un tutor al que me
costaba convencer de que mi opcién tenia mucho sentido;
pasaria mucho tiempo hasta que los estudios de Logic, Lan-
guage and Information se consideraran razonables. De entre
mis profesores destacaria a Jesus Mosterin, Emilio Lled6 y
Sebastidn Serrano. El profesor Mosterin me descubrié la L6-
gica en los primeros afios de la carrera y desde entonces esta
ha sido mi pasién.

Obtuve la licenciatura en Filosofia y Letras en 1974, comen-
zando entonces mi carrera docente e investigadora en la
misma universidad. Recibi una beca de la Fundacién Juan
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March (1975-1976) mientras escribia mi tesis doctoral, Sis-
temas generales de la légica de segundo orden (1977), bajo
la direccién de Jesuis Mosterin.

Completé mi formacién en el extranjero: Estados Unidos,
Reino Unido y Francia. La estancia que me marc6 defini-
tivamente fue la de Berkeley, que realicé en el curso 1977-
1978 con una beca Fulbright-Hays. Estuve en el mejor lu-
gar posible, en The Group in Logic and the Methodology of
Science, que habfia sido fundado en 1957 por Alfred Tarski

<« Mara Manzano, retratada por
Moénica Ramiro Lépez

;Sabias qué...?

En el afio 2019 la UNESCO declaré el 14 de
enero como Dia Mundial de la Ldgica a pro-
puesta de un extenso grupo de profesionales
de varios lugares del planeta. Se eligio esta
fecha porque el 14 de enero naci6 Alfred
Tarski y murié Kurt Godel, dos figuras muy
relevantes en este campo.




36 m PARA COMERSE EL COCO

y Leon Henkin. Yo acababa de defender mi tesis y tenia un
gran interés en completar mi formacién en légica alli, bajo
la tutela de Henkin. Durante mi estancia en Berkeley asisti a
sus cursos —era un profesor maravilloso— y a los de Adisson
y Craig. A Leon Henkin le gustaba decir que era mi mentor,
y ciertamente su amistad y magisterio marcaron mi carrera
docente e investigadora.

Toda mi vida he estado en contacto con légicos de distintos
ambitos: filosofia, matematicas e informatica. He impartido
cursos de légica en Filosofia e Informatica durante muchos
afios, tanto a nivel de grado como de master y doctorado.
Ademas de los cursos de Logica Matematica (légica proposi-
cional, de primer orden y teoria de conjuntos), he ensefiado
Teoria de Modelos, Ldgicas de Orden Superior, Metaldgica,
Ldgicas no clasicas (modal y dindmica) y Légicas para la red
semantica (légica descriptiva).

En el instituto solamente se estudia légica en la asig-
natura de Filosofia, y es una légica proposicional
muy basica. Después, en la carrera de Matematicas, sélo
hay una optativa en nuestra universidad. ;Crees que se
subestima la légica? ;Seria conveniente incluirla en los
programas educativos desde una temprana edad? ;Con
qué enfoque?

Pienso que la divisién temprana entre Ciencias y Letras es
un terrible error porque crea analfabetos en ambas ramas.
Yo creo que la logica es fundamental en todos los niveles de
la ensefianza, muy especialmente en bachillerato.

Este afio la Division on Logic, Methodology and Philosophy of
Science and Technology ha creado una Commission on Logic
Education a cuyo grupo promotor, formado por media do-
cena de logicos, pertenezco. De momento se estd creando
una red internacional que abarque a todos los interesados
en la ensefianza de la légica para intercambiar experiencias
y proyectos. A mi me gustaria trabajar y propiciar varias ini-
ciativas:

» Légica para nifios. Se les puede ensefiar coédigos secre-
tos, diagramas de Venn y calculo de arboles logicos para
resolver problemas de detectives y de la vida diaria. Se
puede entender como una introduccién a la légica y a la
criptografia.

» Logica para alumnos de bachillerato. Podrian aprender
logica proposicional y de primer orden, tanto un calculo
deductivo sencillo (el de arboles es el mas facil) como la
semantica. Les resultaria util tanto en Matematicas como
en Humanidades, ya que les serviria para mejorar el ra-
zonamiento critico y detectar errores en la argumenta-
cion. Entre otras cosas deberian aprender conceptos clave
como condicién necesaria y suficiente, validez, consisten-
cia, contradiccion, consecuencia, axioma, teorema, etc.

» Logica para estudiantes universitarios, al menos de las
carreras de Filosofia, Informatica, Lingiiistica y Matemati-
cas. Considero relevante debatir qué 1dgica se debe ense-
fiar en las distintas carreras y en qué cursos y cdmo ense-
flarla (cémo demostrar teoremas importantes como los de
completud, interpolacidn, etc. ). También seria interesante
debatir en qué momento introducir sistemas légicos dis-
tintos al de la légica clasica de primer orden tales como
la l6gica multivariada, la de segundo orden, la teorfa de
tipos, la l6gica modal, la dindmica, la descriptiva, etc.

» Software para la ensefianza de la légica. Aprender, y en
su caso desarrollar, software especifico, demostradores de
teoremas, etc.
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La division temprana entre Ciencias y
Letras es un terrible error porque crea
analfabetos en ambas ramas. La I6gica
es fundamental en todos los niveles de

la ensefianza, muy especialmente en

bachillerato.

Por lo que se refiere a la ensefianza en bachillerato, Ram Ra-
manujan presentd un articulo muy interesante titulado Big
Ideas from Logic for Mathematics and Computing Education.
Alli se mencionan muchas dificultades debidas a ambigiieda-
des del lenguaje matematico empleado en cursos previos a
la universidad y que podrian no producirse si se les propor-
cionara una base légica adecuada. Algunos malentendidos
estan asociados al uso de variables en expresiones en donde
no aparecen cuantificadores, pero se sobreentiende que las
variables se refieren a todos los valores posibles y que por lo
tanto deberian estar cuantificadas; o cuando se trata simple-
mente de una ecuacion que debe ser resuelta, o de la funciéon
misma, no de un valor para un cierto argumento.

Por lo general, los estudiantes no tienen muy claro a
qué rama del conocimiento pertenecen los estudios
de logica. ;Donde los situarias ta?

Cuando escucho la pregunta ";Tienen algo en comun disci-
plinas aparentemente tan dispares como las matematicas, la
filosofia, la informatica, la inteligencia artificial, la argumen-
tacién y la lingtiistica?”, yo respondo afirmativamente di-
ciendo que la légica es lo que comparten. Como todos sabe-
mos, el estudio de laldgica se remonta a los fil6sofos griegos,
quienes la concebian como el campo en el que se desarrollan
los patrones o estrategias que pueden aplicarse en el curso
de una buena (y honesta) argumentacion competitiva. En la
l6gica, desde sus inicios, se estudié y preciso el concepto de
inferencia valida o correcta; los denominados silogismos de
Aristoteles son un ejemplo. Pero la légica esta también pre-
sente desde sus inicios en la fundamentacién de la matema-
tica; en los Elementos de Euclides se fijan como axiomas las
caracteristicas relevantes de la geometria clasica, asi como
ciertas reglas para obtener teoremas.

La logica y la computacién también llevan mucho tiempo
unidas, desde que Leibniz propusiera mediar en las disputas
filoséficas con su Calculemus: las partes en disputa codifica-
rian sus opiniones en nimeros y la veracidad o falsedad la
verificarian aritméticamente.

Podriamos pensar que antes del nacimiento de la denomi-
nada légica matematica podria concebirse a la légica como
un gran arbol del que penden como ramas las disciplinas
mencionadas; en este sentido todas ellas serian parte de la
l6gica. Estoy pensado que del arbol de la l6gica penden tanto
las ciencias como las letras; posiblemente mis compafieros
fil6sofos no compartan esta idea.

Histéricamente siempre ha habido una batalla sobre
si la l6gica era una parte de las matematicas o las
matematicas una parte de la légica. ;Qué relaciéon guar-
dan ambas?
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El siglo XX comenzd con la construccion matematica de la
l6gica moderna, que condujo a poderosos sistemas formales
de razonamiento. A los ldgicos no sdlo les interesaba crear
lenguajes y calculos formales, también querian indagar su
alcance y sus limites; en particular, Alan Turing y Kurt Godel
obtuvieron algunos de los resultados mas famosos en temas
de limitaciéon. Ambos fueron seleccionados por la prestigio-
sa revista Time entre los veinte intelectuales mas influyen-
tes del siglo XX. Existe un amplio acuerdo en considerar a
Turing como el padre de la informatica y la inteligencia ar-
tificial.

Para centrarnos mejor en la relacion entre la l6gica y las ma-
tematicas, debemos avanzar en el tiempo. La construccién
de la légica matematica (algunos prefieren llamarla légica
moderna) comienza a finales del siglo XIX y principios del
XX, especialmente con las contribuciones de Frege y Rus-
sell. En particular, la denominada teoria de tipos de Russell
ofrece una fundamentacidn segura y en concordancia con la
imagen del universo de conjuntos de la jerarquia de conjun-
tos: no sélo proporciona un lenguaje formal adecuado, con
variables distintas para los distintos niveles, sino que evita
las paradojas autorreflexivas que afectaban al sistema de
Frege y a la teorfa intuitiva o ingenua de conjuntos. Me estoy
refiriendo a la conocida “paradoja del mentiroso”, cuando el
que habla afirma que lo que esta diciendo es falso, o cuando
se define un conjunto mediante la torticera propiedad de no
pertenecerse a si mismo.

Russell sostiene que las matematicas no son mas que 16-
gica y que la ldogica se ocupa de las tautologias, tratandose
estas de expresiones carentes de contenido. Henkin (en su
articulo de divulgacion titulado Are Logic and Mathematicas
Identical?) resume de manera divertida la mala recepcion de
las tesis de Russell en la comunidad matematica: Aux armes,
citoyens du monde mathématique!*

Como anécdota curiosa os contaré que Henkin envié este ar-
ticulo a Russell y él le contest6 que hacia mas de cincuenta
afios que no se dedicaba a nada relacionado con la légica,
que lo dltimo de lo que habia tenido noticia era del teore-
ma de Goédel y que lo habia dejado completamente descon-
certado. Russell le pregunté a Henkin: Does this apply to
school-boys’ arithmetic, and, if so, can we believe anything
that we are taught in youth? Are we to think that 2+2 is not
4, but 4.001? Obviamente, Russell no estaba distinguiendo
entre inconsistencia e incompletud. Ginette, la esposa de
Henkin, me fotocopi6 la carta de Russell cuando la visité y
le conté que estdbamos preparando el libro de homenaje a
Henkin, The Life and Work of Leon Henkin.

Henkin finaliza su articulo diciendo que él considera que la
légica es una rama de las matemati-

cas. Recibi6 el premio Chauvenet Pri-

ze de divulgacion de las matematicas

por este articulo.

ddel es muy conocido por de-
mostrar que las matematicas
formales tienen limites. ;Qué rela-
cion hay entre la capacidad expre-
siva de un sistema y sus limitacio-

primera no podemos captar muchos de los razonamientos
habituales; se trata de un lenguaje demasiado simple en el
que las proposiciones no se analizan ni se cuantifican, sdlo
se combinan entre si mediante conectivas. Esta légica, pese
a ser poco expresiva, es muy potente computacionalmente;
el conjunto de sus formulas validas es decidible.

En la l6gica de primer orden cuantificamos sobre los indivi-
duos del universo de la estructura que estemos consideran-
do en cada caso y esto hace a esta l6gica mas expresiva, pero
por ello pagamos el precio de la decidibilidad. En esta logica,
la capacidad expresiva y computacional estd mas equilibra-
da, pues posee célculos deductivos correctos y completos;
el conjunto de las férmulas validas es recursivamente enu-
merable. Pese a ser mas expresiva que la proposicional, algo
tan basico como la aritmética no puede axiomatizarse ade-
cuadamente, ni tan siquiera usando un nimero infinito de
axiomas, y aparecen modelos no estdndar, no isomorfos a
los naturales que aprendimos en el colegio. ;Podemos usar
un lenguaje mas potente en el que axiomatizar categdrica-
mente a los naturales, esto es, de manera que dos modelos
cualesquiera de nuestros axiomas sean isomorfos?

En la logica de segundo orden podemos cuantificar sobre
los subconjuntos del universo de la estructura. En la teoria
de tipos cuantificamos sobre individuos, funciones de indi-
viduos y funciones de funciones, y asi indefinidamente. Nos
basta la de segundo orden para axiomatizar categéricamen-
te la aritmética pues el principio de induccién es un simple
axioma. Gracias a esa propiedad, el conjunto infinito de las
sentencias verdaderas en la estructura de los nimeros natu-
rales coincide con el de las consecuencias semanticas de los
tres axiomas de Peano.

Sin embargo, Godel definié una férmula que dice de si mis-
ma que no es demostrable en la aritmética de Peano; se pa-
rece a la paradoja del mentiroso, pero no cae en el circulo
vicioso en el que caia aquella férmula que decia de si misma
que no era verdad. La manera de evitar la paradoja autorre-
flexiva es codificando las férmulas en nimeros de tal mane-
ra que una férmula, al hablar de un nimero, esta hablando
de la propia féormula. La férmula de Godel es verdadera en
la estructura de los nimeros naturales, pero no es demos-
trable. A partir de ese resultado se puede demostrar que
la propia légica de segundo orden es incompleta, es decir,
que hay una férmula valida e indemostrable. Hemos crea-
do un lenguaje mas expresivo que el de primer orden, pero
hemos arruinado su capacidad computacional. No todos los
calculos son completos; el conjunto de sus teoremas logicos
deja fuera formulas que deberian estar pues son lé6gicamen-

te validas.

Cuando escucho la pregunta "; Tienen algo en comiin disci-
plinas aparentemente tan dispares como las matemadticas,

nes? la filosofia, la informadtica, la inteligencia artificial, la argu-
mentacion y la lingiiistica?", yo respondo afirmativamente

Podemos pensar que el paso entre la
légica proposicional y la de primer
orden viene impuesto porque con la

1 A las armas, ciudadanos del mundo matematico.

diciendo que la légica es lo que comparten.
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En légica, como en la vida misma, todo tiene un precio. ;Qué
precio hemos de pagar por recuperar la completud? El pre-
cio es la expresividad. Una légica es como una balanza: en
un platillo pones la capacidad computacional y en el otro la
expresiva; son 6ptimos imposibles.

Sabemos que has dedicado gran parte de tu carrera
profesional a la teoria de modelos, ;nos puedes ex-
plicar un poquito sobre ella?

El gran impulsor de las investigaciones en esta area, quien
ademas lo bautizd, fue Tarski, que habiendo precisado y de-
finido los conceptos semanticos de verdad y consecuencia,
posibilité esta modernizacién y generalizacién de la seman-
tica que es la teoria de modelos.

La Teoria de Modelos es la rama de la 14gica que se ocupa de
las relaciones entre los lenguajes formales y sus interpreta-
ciones en estructuras o modelos adecuados. En el libro de
Chang-Keisler la definen asi:

Algebra Universal + Légica = Teoria de Modelos

Para relacionar a las estructuras hay dos formas de hacer-
lo: de manera puramente algebraica, definiendo concep-
tos tales como subestructura, homomorfismo, inmersién e
isomorfismo, o a través del lenguaje de primer orden, de-
finiendo equivalencia elemental, subestructura elemental e
inmersion elemental.

Por supuesto, la teoria de modelos proporciona herramien-
tas para analizar tanto a las estructuras comunes en mate-
maticas como a las teorias formadas por las sentencias en
ellas verdaderas; también a las teorias axiomaticas que en
distintas ramas de la matematica se manejan.

Volviendo al tema de la relacidn bidireccional entre teoria
de conjuntos y légica, podemos decir que la teoria de con-
juntos nos proporciona las estructuras que sirven para in-
terpretar nuestras formulas, y es el campo de acciéon del me-
talenguaje y de los metateoremas (completud, por ejemplo)
que demostramos acerca del calculo. Pero a la teoria de con-
juntos la podemos formalizar en primer orden (por ejemplo,
la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel) y entonces se
convierte en una teoria en el sentido usado en teoria de mo-
delos. Hay que distinguir claramente estos dos niveles: “bac-
kground set theory” y “object set theory”. Muchas paradojas
aparecen al no distinguirlos claramente, como por ejemplo,
la denominada paradoja de Skolem. La paradoja no llega a
ser contradiccién porque el universo matematico y los mo-
delos de Zermelo-Fraenkel difieren significativamente.

En las preguntas anteriores se ha hablado sobre otros
sistemas légicos que van mas alla de la l6gica propo-
sicional y de primer orden. ;Cudl es la motivaciéon que
llevo a desarrollarlos?

En matematicas la verdad de un enunciado en una deter-

minada estructura no cambia ni por el paso del tiempo ni
por la ejecucidén de ciertas acciones. Sin embargo, cuando
queremos analizar otros contextos, necesitamos lenguajes
formales en donde se pueda calificar a los enunciados con

» o«

etiquetas tales como “necesario” o “posible”, “siempre” o “al-
guna vez”, “conforme a las reglas de cierta disciplina”; enun-
ciados cuyo valor cambia como resultado de la adquisicién
de una nueva informacion, o tras ejecutar una determinada

accion o un programa.

(Hay logicas en las que se pueda expresar que el valor de
verdad cambia en concordancia con el contexto, por efecto
del paso del tiempo, como resultado de ciertas acciones, o
tras la ejecucion de un programa informatico? ;Qué pasa
cuando estamos interesados en una loégica mas expresiva
que la de primer orden, cuando pasamos a la de segundo
orden o a la teoria de tipos?

La respuesta es afirmativa y a las l6gicas modales, hibridas,
temporales o dindmicas he dedicado parte de mi investiga-
cién. En estas légicas en vez de hablar de “verdad en una es-
tructura” hablamos de “verdad en un mundo de una estruc-
tura”. Los mundos pueden ser momentos de tiempo, estados
de una maquina, etc.

El dltimo articulo que he publicado, junto a otros investiga-
dores en el Journal of Symbolic Logic, introduce una légica
extraordinariamente compleja pero muy versatil. Cuando
ninguna de las légicas existentes te sirve para expresar ade-
cuadamente lo que necesitas, creas ti una nueva légica y, a
ser posible, le defines un calculo y demuestras que es co-
rrecto y completo.

abemos que la l6gica también juega un papel funda-

mental en la informatica. Desde los c6digos mas sen-
cillos hasta los programas mas complejos de inteligen-
cia artificial, todos tienen detras un sistema logico. ;Qué
relacion guardan ambas?

En el afio 1991 publiqué el articulo de divulgacién La Bella
y la Bestia. Justamente se trataba de esclarecer la relacién
entre logica e informatica. Curiosamente, empezaba mi arti-
culo con las palabras del cuento que le dio titulo.

El propdsito de este articulo es poner de relieve los profun-
dos lazos existentes entre ambas disciplinas. En la Intro-
duccién destaco los distintos niveles en los que podemos
situarnos para describir el funcionamiento de un programa,
haciendo especial hincapié en el hecho de que en cada uno
de ellos utilizamos un lenguaje formal. Desde el nivel infe-
rior, pisando tierra, en donde se sitda el computador con su
unidad central, su memoria y registros, hasta el nivel meta-
tedrico en donde los programas son los objetos de estudio,
la l6gica formal constituye la fuente inagotable de recursos
tedricos. En la segunda parte del articulo muestro cdmo des-
de los inicios de la Informatica la Logica ha sido fuente de
inspiracion y de influencia técnica: varios légicos notables
son responsables, directa o indirectamente, de las maquinas

9

Una légica es como una balanza: en un platillo pones la capacidad computacional y en el
otro la expresiva; son éptimos imposibles.
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Y para los que estén pensando en dedicarse a la l6gica profesionalmente...
(Qué les aconsejarias? ;Qué caminos deberian seguir después de graduarse?

La mayor parte de los investigadores del Area de Légica y Filosofia de la Ciencia en 2005 pusimos en
marcha el Posgrado Interuniversitario en Légica y Filosofia de la Ciencia, que contintia impartiéndose
con notable éxito desde entonces. En él participan profesores del CSIC y numerosas universidades
espafiolas, como la Auténoma de Madrid, La Laguna, Granada, Santiago de Compostela, Sevilla, Valen-
cia, Valladolid, la UNED, etc. En dicho programa colaboran no sélo légicos sino también filsofos de
la ciencia, de la tecnologia y del lenguaje. Este programa, actualmente dividido en Master en Légica
y Filosofia de la Ciencia (http://epimenides.usal.es) y Doctorado en Légica y Filosofia de la Ciencia
(https://doctoradologifici.usal.es/) es un ejemplo de colaboracién desinteresada y de éxito académi-
co, pues muchos de nosotros estabamos muy convencidos del proyecto y hemos tenido que luchar
denodadamente frente a normativas universitarias en continuo cambio, que no propiciaban la colabo-
racion interuniversitaria, pese a alabarla, y no entendian de la docencia semipresencial que desde un
principio nosotros instauramos. Como yo manifesté a nuestro entonces vicerrector, una persona estu-
penda de la facultad de Matematicas, la l6gica paraconsistente y difusa nos habia ayudado a sortear la
estrecha normativa existente en ese momento en nuestras universidades y comunidades auténomas.
Este programa cuenta con la mayor parte de los investigadores del area y esta dividido en cuatro ra-
mas: Argumentacion, Logica, Mente y Lenguaje, y Filosofia de la Ciencia. La verdad es que estoy muy
orgullosa de haber contribuido a su nacimiento y posterior desarrollo; os lo recomiendo.

de registros (Turing), de la caracterizacion del poder de los
algoritmos y de la computacidn digital y de la demostracion
de su equivalencia (Church, Kleene, Turing), de la distincion
entre sintaxis y semantica en los lenguajes de programa-
ciéon (Frege, Tarski), y de ciertos lenguajes de programa-
cién como el PROLOG y el LISP. También es de destacar la
influencia que los sistemas formales, llamados gramaticas
(Chomsky), disefiados para analizar la sintaxis de los len-
guajes naturales, tuvieron en el disefio de los compiladores.
Como contrapartida, la informatica ofrece una tierra nueva,
rica en problemas filoséficos que pueden ser investigados
con la poderosa maquinaria de la légica formal. Es en la L6-
gica de Programas en donde se lleva a cabo esta empresa
fascinante, en donde el maridaje entre logica e informatica
es mejor entendido y cultivado.

La entrevista esta llegando a su fin, pero seguro que a
algin lector le ha picado la curiosidad por este mun-
dillo de la légica y las matematicas. ;Nos puedes hablar
sobre tus libros para quien quiera profundizar mas?

El primer libro del que os quiero hablar es Légica para prin-
cipiantes. La primera edicion es del 2004 y se ha reimpreso
muchas veces, la tltima en 2022. Las autoras somos Maria
Manzano y Antonia Huertas. Antonia es licenciada en Mate-
maticas y Humanidades y yo fui su directora de tesis.

Este libro estd pensado para los estudiantes de Logica de
las facultades de Filosofia e Informatica y, en general, para
quienes se acercan a la légica por vez primera. El texto, que
se apoya en numerosos ejemplos y ejercicios, es accesible,
interdisciplinar y moderno en su concepcién, poniendo
especial énfasis en la semantica. Aporta técnicas sencillas
de prueba: diagramas de Venn, célculos de resolucién y de
deduccidn natural, tanto para la loégica proposicional como
para la de primer orden.

Tengo otro libro del que no os hablaré pues ya dije algo en el
apartado correspondiente, que es el de Teoria de Modelos.

El libro que me gustaria mencionar es Extensions of First Or-
der Logic. Este es el libro del que me siento méas orgullosa
de haber escrito pues no sélo presenta, con mucho detalle,
varias extensiones de la légica de primer orden, propiciando

una perspectiva pluralista acerca de la 1dgica, sino que tam-
bién proporciona una visién unificadora.

Las légicas que se presentan son: légica de segundo orden,
teoria de tipos, l6gica modal (proposicional y de primer or-
den), légica dindmica de programas y légica multivariada.
El segundo y mas importante objetivo del libro es mantener
y demostrar en los casos de los sistemas légicos presenta-
dos en el libro, la tesis de que muchos de los sistemas 16-
gicos pueden ser traducidos a la l6gica multivariada y que,
por tanto, ésta ofrece un marco unificador en el que situar a
otras logicas. La proliferacion de sistemas légicos hoy en dia
presentes en filosoffa, matemadticas, lingliistica e informati-
ca hace necesario establecer vinculos entre ellos y, a ser po-
sible, un planteamiento unificador. El objetivo no es anular
al resto de sistemas légicos, sino simplificar tanto la demos-
tracién de teoremas de los distintos sistemas, propiciando
el uso de un tnico demostrador de teoremas, como el evitar
muchas de las demostraciones metaldgicas de los sistemas
estudiados al poder trasladar resultados de la l6gica marco
a los distintos sistemas en estudio.

La légica de segundo orden se presenta de manera detalla-
da, tanto la que s6lo admite modelos estandar como la que
admite los modelos generales de Henkin. Presento también
un calculo deductivo; posteriormente traduzco la légica de
segundo orden a la multivariada y su demostraciéon de com-
pletud se deriva de la completud de la multivariada.

La teoria de tipos se presenta en varias versiones. Destaca-
ria el uso del abstractor lambda que me permite distinguir
entre la funcién y el valor de una funcién para un cierto ar-
gumento, todo ello en el marco de una jerarquia infinita de
niveles. De la l6gica multivariada se define no sélo su len-
guaje y semantica, sino también un calculo del que se de-
muestra completud y correccion.

El capitulo mas importante es el séptimo, en el que se pre-
senta el tratamiento unificador que la légica multivariada
proporciona.

Finalmente se aplica dicho tratamiento a las l6gicas del libro,
la de segundo orden, la de tipos, las modales y la dinamica.
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Biografia
J'ai un réve
Tengo un sueno

El (curioso) motivo por el cual el célebre fildsofo Descartes decidié dar un giro
de m radianes y dedicarse a las matemdticas.

Por Sara Sandu, estudiante de Matemdticas de la UAM
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A FEltercer suefio de Descartes

PARA COMERSE EL COCO = 41

René Descartes fue un ilustre fildsofo francés conocido
como el padre del racionalismo y el creador de la maxi-
ma “Cogito ergo sum” (“pienso, luego existo”). No obstante,
también destaca por su labor cientifica, como el sistema de
referencia cartesiano. Pero, ;por qué dejé de lado el mundo
de las letras para sumergirse en el estudio de las matemati-
cas? ;Como descubri6 que ese debia ser su camino?

Descartes nacié en 1596 en La Haye en Touraine, una peque-
fia ciudad de Francia que ahora, en su honor, lleva su nom-
bre. Pertenecia a una familia de baja nobleza, siendo hijo de
un consejero en el Parlamento de Bretafia y nieto de un anti-
guo alcalde de Nantes. Tras la temprana muerte de su madre
trece meses tras su nacimiento, fue criado por su padre y su
abuela. Desde muy pequefio se planteaba muchas preguntas
y, debido a ello, su padre comenz6 a llamarle su “pequefio
fildsofo”. Durante cinco afios fue educado en el College Henri
IV de La Fleche, un centro de ensefianza jesuita, en el que
se le inculcé una sélida introduccién a la cultura clasica,
leyendo a grandes autores como Horacio, Virgilio o Platon.
También se le introdujo a las matematicas puras, a la fisica,
astronomia... y mostré notable interés por las primeras. A
pesar de ello, afios mas tarde ingresé en la Universidad de
Poitiers para estudiar Medicina y Derecho. Ah{ se dedicaria
plenamente a las letras licencidandose en esta dltima. Pero
¢por qué el conocido filésofo estudié Derecho? La respuesta
yace en la familia, cuyas expectativas, ademas de las oportu-
nidades laborales, tomaron la decisién por él.

Con veintidds afios parte hacia los Paises Bajos debido a la
Guerra de los Treinta Afios, con la idea inicial de unirse al
ejército, aunque finalmente no se uniria. Alli conoce a Isaac
Beeckman, con quien durante varios afios mantendria una
intensa y estrecha amistad. Juntos intentaron desarrollar
una teoria fisica corpuscularista. En ella afirmaban que si la
luz fuese finita, entonces la Tierra, el Sol y la Luna estarian
desalineados durante un eclipse. Este contacto con Beeck-
man estimuld su interés por las matematicas y la fisica. Pese
a sus constantes viajes, nunca dej6 de formarse y escribi6
numerosos articulos, entre ellos destaca Sobre la presion del
agua en un vaso.

Sin embargo, no fue hasta “los tres suefios” que decidié em-
plearse mas a fondo en una carrera investigadora. Se dice
que al quedarse dormido después de haber pasado un géli-
do dia de invierno en una habitacién calentada por una es-
tufa, tuvo tres suefos sucesivos.

En el primero, unos fantasmas le atemorizaban mientras
intentaba caminar por la calle. Iba encorvado hacia el lado

izquierdo, ya que sentia una gran debilidad en su lado dere-
cho. Cuando intent6 rectificar su paso, un fuerte torbellino
le sacudié. Vio una iglesia e intent6 resguardarse en ella,
pero antes de entrar se encontré con un hombre que le dio
un melén. En ese momento se desperté. Descartes rezd y le
pidié a Dios que lo protegiera y volvié a dormirse. Del se-
gundo suefio se despertd aterrado por un sonido explosivo,
como un trueno. Abrié sus ojos y noté numerosas centellas
de fuego dispersas por toda su habitacion. Le pudo el can-
sancio y se volvié a dormir. En el tercer suefio, Descartes se
encontraba en un cuarto con una mesa. Sobre ella habia dos
libros: un diccionario y una antologia de poesia latina. Abrié
el poemario y ley6 un verso que decia: "Quod vitae sectabor
iter" (“;Qué camino de vida debo seguir?”). Posteriormente,
un hombre desconocido se le acercé mostrandole un papel
en el que ponia: “si 0o no”. Finalmente el hombre y los libros
desaparecieron y Descartes se desperto. Intent6 descifrar
aquellos suefios. Los dos primeros le habian llenado de te-
rror, pero el tercero le tranquilizé. Interpretd el diccionario
como la sabiduria de todas las ciencias juntas y la antologia
de poesia como la filosofia. De este modo, descubrié que su
cometido en la vida era ser investigador, ya que consideré
estos suefios como un mensaje divino. Asi empez6 a poten-
ciar su amplia carrera cientifica. ;No resulta sorprendente
cémo un célebre fil6sofo, conocido por cuestionar todos los
mas pequefios detalles, eligid su carrera profesional debido
a unos suefos?

El trabajo matematico de René Descartes esta recogido en La
Géométrie. Su trabajo principalmente engloba la geometria
cartesianay la teoria de las ecuaciones. Descartes fue pione-
ro en la notacién de superindices para indicar los exponen-
tes, por ejemplo %2, e introdujo el uso de letras del alfabeto
como variables. Destaca principalmente por el Teorema de
los circulos de las cuatro tangentes y el Teorema sobre el
defecto total de un poliedro. En este tltimo se explica que el
defecto total (la suma de los defectos de todos los vértices)
de un poliedro convexo es de 4m radianes. Cabe mencionar
los trabajos que realiz6 con Pierre de Fermat, que fueron la
base para el calculo desarrollado por Newton y Leibniz.

Durante todos sus afios de investigacion viajé mucho, pero
principalmente se estableci6 en los Paises Bajos para prote-
gerse de cualquier encarcelamiento o incluso de la muerte,
debido a las fuertes restricciones de la Inquisicion. En uno
de estos viajes, en Estocolmo, Descartes muri6 de neumonia
en 1650, dejando un gran legado no solo filosofico, sino tam-
bién matematico y fisico.
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TOEWPIs

Soluciones en la pdgina 55

Numdokus

Para resolver este puzle necesitdis rellenar los cuadrados con
numeros del 1 al 9 SIN REPETIR. El nimero que se encuentra
en los circulos es la suma de los cuadrados adyacentes.

Leire Mico Pérez y Maria Magdalena Papis

Numdoku n°l

Numdoku n°2
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Crucigrama

TOEWPEo

Soluciones en la pdgina 55

Para resolver un cruci-

grama, tan solo se nece-
sita una mente dgil para

saber lo que el tramposo
y astuto creador del

puzzle te estd pidiendo

Irene Ramiro Lépez

Horizontal

1. Dada la matriz cuadrada A y un vector v, el nombre
que recibe un escalar A si Av = Av.

8. Instrumento de calculos elementales formado por
barras paralelas por las que corren cuentas maviles.

9. La abreviatura de "por ejemplo” en latin (también
usada en inglés).

11. SageMath me sac6 error de compilacién porque me
olvidé de escribir la q en la raiz cuadrada.

12. Van seguidas.

13. Lo que le falta al coseno para convertirse en su in-
versa.

15.a es la funcién en C para pasar de un caracter
ASCII a un entero.

16. El poliedro regular de cuatro caras.

17. Una circunferencia y dos funciones peine.
18. Producto vectorial de los vectores m y c.
19. El espacio euclideo de dimensién n.

20. Estadistica II.

22. Lo que un mayorante y un rayo proyectado sobre
una parabola tienen en comun.

23. La funcién parte entera en su version inglesa.

25. Anillo cuyos ideales por la izquierda y por la derecha
satisfacen la condicion de cadena descendente.

Vertical

1. Nombre que recibe una funcién que asigna un valor
numérico al resultado de un experimento aleatorio.

2. Topologia Algebraica.
3. Abreviatura de "observacion".

4. La pendiente de una funcién es también conocida
como la tasa de

5. El ntcleo de un fractal.
6. Un angulo recto y una esfera.

7. (seguidos) Segmento lineal que une un punto cual-
quiera de la circunferencia con su centro. Superficie
dada por la formula x*+y*=z2

10. Este matematico es conocido por el teorema que
relaciona una integral de linea a lo largo de una curva
simple y cerrada con una doble integral sobre la region
del plano delimitada por dicha curva.

12. Correlacion entre Xe Y.
14. Abreviatura de "constante".
15. Teorema de De Morgan.

20. El origen de una elipse.

21. La primera y ultima vez que veras escrito valor ab-
soluto de cero.

23. La traspuesta de F.

24. Cémo se termina de tomar una muestra.
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Historia de las Matematicas

;Qué fue primero, los decima-

les 0 las sumas infinitas?

La cuestion del huevo y de la gallina no estd clara, pero si la de los decimales y
las series. Y la respuesta es contraria a la que uno espera.

Por Irene Ramiro Ldpez, estudiante de Matemdticas e Informdtica de la UAM

ntes de contestar a la pregunta, primero se debe aten-

der a una segunda. ;Cudnto es noventa sobre veintitrés?
Pues ahora te respondo, en cuanto saque la calculadora.
Doénde estard, quiza la haya metido en el bolsillo peque- jNo
hay tiempo! jLlega la siguiente cuestiéon! ;Cuanto vale pi?
Pero bueno, qué ansias. Pues a ver, pi es sencillo; equivale
a tres coma catorce. ;Coma catorce, y qué mas? Si tienes un
poco de paciencia, enseguida te enumero los siguientes de-
cimales, pero has de esperar puesto que me he confundido
de bolsillo. Y pensar que una mochila no tiene pérdida... Y,
;cuanto es raiz de dos? jYa estd, aproximadamente 3,91!
Pero no pongas cara de confusion, es eso lo que vale noventa
entre veintitrés. Ah, que ahora me has hecho otra pregunta.
Bueno, te contesto a la de pi: los siguientes decimales son
1,59 y 2. Y raiz de dos es 1,414 y pico, un pico nada perio-
dico.

Cuanto es, cudnto vale, a qué equivale... nos hacemos estas
preguntas a pesar de conocer ya estos numeros. Conceptual-
mente, noventa sobre veintitrés es el valor que resulta de
dividir la unidad en veintitrés partes y repetir esa cantidad
noventa veces; pi, el area del circulo de radio uno; y raiz de
dos, el nimero que multiplicado por si mismo te da dos. Aun
asi, muchas veces preferimos ver su expresiéon en decimal
para entenderlos “mejor”, de manera mas intuitiva. Esto nos
permite situarlos en la recta real y, por tanto, compararlos.

Pues esto que es tan util y resulta tan instintivo no siem-
pre se ha usado a lo largo del tiempo. De hecho, hasta hace
relativamente poco, no se habia planteado que un nimero
entre 0 y 1 pudiera expresarse en base diez con infinitas ci-
fras detras de la coma, sino que se usaban otros sistemas
diferentes.

Como uno se puede imagi-
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no escribian los niimeros tal
como se hace actualmente.
Ambos usaban sus propios
simbolos para representar
las unidades y decenas. Pero
mientras que los egipcios
trazaban un punto encima
de un ndimero para invertir-
lo, los babilonios espaciaban
cada nimero entre cero y
sesenta para significar un
cambio de posicidn.

nar, los egipcios y babilonios ! n (a r <
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Remontandonos a la cuna de las matematicas, hace cuatro

milenios los egipcios representaban la parte decimal de un

nimero como una suma de inversos de enteros. Por ejem-
41

lo, 2L se escribfa como i+21+1. Un medio era directa-
) 3T3T7

mente % . A ojos de un contemporaneo, este método podria
etiquetarse como enrevesado, pero realmente esconde una
gran utilidad, pues permite elaborar una medicina o repartir
un terreno de manera simple. Véase, es mas sencillo dividir
un litro de aceite en dos, tres o siete partes iguales, que en
cuarenta y dos. Ademas, con este sistema también se pue-
de apreciar cuan grande es un nimero respecto a otro. Por
ejemplo, es razonable pensar que ;+3+1 es mayor que
%‘FWIS, porque observamos primero el término mas gran-
de, %, notamos que es igual, pero al mirar al segundo, ve-
mos que % es considerablemente mayor que ﬁ. Lo malo
es que este método de comparacion tiene una desventaja: no
siempre es mayor el niimero cuyo primer inverso, de todos
los que hayamos comparado hasta el momento, sea mayor.
Por ejemplo,1+1+1 >1+1.Y ademas, si intentdsemos
escribir un irracional como suma finita de inversos, fraca-
sariamos porque empezariamos a extraer sumandos, pero...
inunca acabariamos! Pero, en realidad, ;qué utilidad tendria

preparar un ungiiento con /2 gramos de anis?

Coetaneamente, en la antigua Mesopotamia, los babilonios
fueron pioneros en usar la notacion posicional. Pero no deci-
mal, sino sexagesimal, lo cual es curioso; les era mas natural
contar hasta sesenta que hasta diez. O a lo mejor los muchos
divisores de 60 eran una oferta que no podian rechazar. Los
decimales, por supuesto, también estaban en base sesenta.
Si entendemos la coma como un separador entre posiciones
y el punto y coma como un separador entre la parte decimal

y entera, un medio es 0;30 (pues % :%) y 9L e50;30,18,

porque 301 =3 +505 = 23+ . Aunque o G 5
acerca mas al moderno, los babilonios todavia no coque-
tearon con la idea de escribir infinitas cifras decimales. Por
ejemplo, % no se puede escribir en base sesenta con un
numero finito de cifras decimales pues el denominador no
es divisor de 60. Para solucionar este problema particular,
aproximaban 3% ~ 0;8,34. En base 10, 1 = 0,14286..y.
0;8,34 = % + % = 0,14278... {Ni tan mal! Esta preferen-
cia por aproximar podria haber surgido, de nuevo, por cues-
tién de pragmatismo en sus labores cotidianas. No estaban
interesados en el rigor que caracteriza a las matematicas
modernas. Y en realidad, nosotros muchas veces tampoco.
Si lo pensamos por un momento, siempre aproximamos un
p-valor, la molaridad de un soluto, el peso de una neurona

artificial y los ohmios de una resistencia.

Ma4s adelante, hacia el siglo V a. C., los griegos se sumieron
en el estudio de la geometria, de las relaciones entre longitu-
des, areas y volimenes. Sus logros fueron alucinantes: desa-

A pesar de que los arabes diseflaron métodos para ex-
traer la suma infinita de cualquier cociente, esta en
concreto se puede entender de la siguiente manera:

l.Parare(O,l)yaEIR,a?"—FaTQ—&—...:L

1—»

2. Tomando entonces r:% ,
a

a a &
con® > 1,a +;+?+ . '_1jl
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rrollaron ideas fundamentales como la reduccién al absurdo
para demostrar una proposicion o el hacer una cantidad tan
pequefia como se quiera (y esta se convertiria en el infame
épsilon). Sin embargo, habia algo muy peculiar de ellos com-
parados con sus predecesores, y es que no usaban nimeros.
Para ellos pi no era 3.14, sino el area de una circunferencia
de radio la unidad. Es mas, el drea de un triangulo era el de
aquel que estuviera ilustrado en la pagina. Nada de base por
altura, ni base de tamafio dos. Sus observaciones eran pu-
ramente geomeétricas; por ende, desarrollaron una intuicién
profundamente geométrica. Entonces no estaban interesa-
dos en escribir un nimero decimal, jporque no estaban si-
quiera interesados en escribir ningtin niumero!

Tampoco era el objetivo principal de los arabes entre los si-
glos IX a XIV d.C. Mientras que sus antecesores griegos se ha-
bian centrado en el estudio de lo que hoy en dia catalogamos
como geometria, ellos construyeron los pilares del dlgebra.
Se afanaban en la elaboracién de reglas algebraicas, la reso-
lucién de ecuaciones polinomiales, incluso hasta cémo ex-
presar un cociente de polinomios como una suma recursiva.

3 _ 3 3 3 ...
xfl_ac+12+x3

Esto ultimo, obra de Al-Samawal, supuso un paso mas en
la historia de las matematicas, y mas particularmente en la
del Algebra. Sin embargo, a Al-Samawal se le ocurrié dar a x
el valor 10. Asi, se expresa un tercio por primera vez como:

1_ .3 _ 3 3 3 _
s5= T =1 T 15z T 105 -~ = 0,3333...

Caramba. Qué 1til, esto no solo permite escribir un nimero
fraccionario en la base en la que se quiera, sino que hace po-
sible ir sacando las cifras decimales hasta donde uno quie-
ra. Es mas, da la intuicién de que, como la suma es infinita,
la expansion decimal también lo serd. Y entonces de aqui a
pensar que los irracionales también se pueden expresar con
infinitos decimales esta solo a un salto.

La cuestion del huevo y la gallina no estd clara, pero si la de
los decimales y las series. Y la respuesta es contraria a la
que uno espera. Las sumas infinitas, algo que a priori parece
poco intuitivo (;co6mo es que si sumas indefinidas veces el
resultado es finito?), resulta que catapultaron los decimales
modernos, tan basicos en la vida actual, desde las coorde-
nadas geograficas a los céntimos. ; Te imaginas que el cajero
del supermercado te dijera que la compra te sale a un medio
y un décimo de euro? Poco mas y de repente el Mercadona
estd a orillas del Nilo.

Referencias
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Resena literaria

Apologia de un matemadtico,
G. H. Hardy (1940)

El matemadtico Hardy dialoga con el poeta Housman sobre la estéti-

ca de las matemadticas.

Por Mario Naranjo, estudiante de Matematicas de la UAM

Explicacion

Desde QED queriamos que en este nuevo nimero
de la revista apareciese de nuevo una resefia o una
critica literaria. Pensé que seria una buena idea
hacerla sobre Apologia de un matemadtico de G.H.
Hardy: esta claro que no me enteré de nada la pri-
mera vez que lo lei. En la primera pagina del libro
Hardy dice que la critica es un trabajo de mentes
mediocres y continua diciendo que escribir sobre
matematicas (que no escribir matematicas) es una
muestra de debilidad. No sé entonces qué opinaria
de mi, un pobre estudiante que esta criticando un
libro que trata sobre matematicas. Por todo ello,
y dado que no me queda tiempo para elegir otro
libro, he optado por escribir este didlogo entre
Hardy y Housman en donde espero que se apre-
cien los principales puntos del libro. Ademas, asi
Housman se puede vengar de la jugarreta que le
juega Hardy en el primer capitulo. He tomado esta
decisién de forma unilateral, asi que espero que
mis compafieros de la revista me perdonen; este
parrafo es mi propia apologia.

Dialogo

Todo lo que sucede en este didlogo pertenece
al extrafio e inconcreto mundo de la fantasia. El
autor proclama solemnemente su absoluta in-
vencion. Cualquier coincidencia con la realidad
es producto de una mera casualidad.

Alfred Edward Housman entra en el despacho que
Hardy tiene en Cambridge. La escena es pintoresca:
Hardy, a quien ya se le nota el paso del tiempo, ha
arrancadoy hecho un gurrufio con todas las pdginas
del peridédico que hablan sobre la guerra. Estd recos-
tado leyendo sobre el resultado del ultimo partido de
criquet. Parece triste. Sobre su escritorio reposa un
libro de apenas ochenta pdginas.

Housman: Buenos dias, Hardy. ;Acaso puedes leer
algo en los jirones de ese periédico? jComo te has
ensafiado con él!

Hardy se gira y levanta los ojos pesadamente para
mirarle. Mientras le saluda, sefiala con un gesto ali-
caido el escrito.

Hardy: Buenos dias, Housman. Queria que vinieses
para que me dieses tu opinion sobre ese libro de
ahi. Ya que a ti te gusta tanto la critica, criticalo.
(Esta ultima frase la entona con una apagada iro-
nia).

Housman se acerca al escritorio y coge el libro, en
su portada se lee «Apologia de un matemdtico» con
una caligrafia temblorosa. Housman pasa las pd-
ginas rapidamente ddndole al libro un aspecto de
acordedn. Mientras tanto, y en lo que queda de es-
cena, Hardy estd sentado en la tumbona en la que al
principio estaba recostado.

Hardy: He escrito un libro en defensa de las ma-
tematicas. Un libro para justificar la matematica
pura, la que no tiene aplicaciones. (Bajando el tono
y con voz entrecortada) Y en cierta forma, para jus-
tificar mi vida.

Housman: (Divertido) ;TG? ;El mas puro entre los
puros ha escrito un libro sobre matematicas? Y
ademas, ;qué pretendes justificar? Si las matema-
ticas ya estan ampliamente aceptadas entre la gen-
te. {Ni que fueses Bradley intentando justificar la
metafisica!

Hardy: (Con el mismo tono quejumbroso) La repu-
tacion popular de las matemaéticas esta basada en
la ignorancia y en la confusién. Pretendo dar una
defensa mas racional. Pero no es sélo eso...

Se queda unos instantes callado. Baja de nuevo la
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vista; habla intentando esconderse de sus propias pa-
labras.

Hardy: Escribo sobre matematicas porque, al igual que
cualquier otro matematico que ha cumplido los sesen-
ta afios, ya no poseo la frescura de mente, la energia o
la paciencia para realizar de forma eficiente mi propio
trabajo. Deberia ser despreciado o compadecido con
toda justicia por los matematicos mas jévenes y vigo-
rosos.

Housman por fin comprende la tristeza que desgarra a
Hardy y con la que ha escrito el libro que tiene entre las
manos. Comienza a leerlo con solemnidad. Al rato, apar-
ta los ojos del volumen y los cruza con los de Hardy. Este
le mira como un nifio mira un caramelo.

Housman: ;Hay estética en las matematicas?

Hardy: (Mds animado) La estética inunda las mate-
maticas. Hay belleza en las matematicas, para que un
modelo matematico sea perdurable debe de ser bello.
Ademas, las mejores matematicas son serias. La se-
riedad de un teorema no radica en sus consecuencias
practicas sino en la importancia de las ideas que inter-
conecta. La belleza de un teorema matematico depen-
de, en gran parte, de su seriedad.

Housman: Creo que hablas de forma ambigua, pero
estoy de acuerdo contigo hasta cierto punto. Desde
luego los ejemplos que has elegido para ilustrarlo son
inmejorables. La infinitud de los primos y la irraciona-
lidad de raiz de dos son dos muestras claras de belleza
matematica.

Hardy: No te confundas, Housman, no es sélo el teo-
rema sino también la demostracién. Ninguno de ellos
tiene la minima utilidad practica pero, sin embargo,
han influenciado el pensamiento profundamente, in-
cluso mas alla de las matematicas.

Housman: (Intrigado) Y dime, ;como puedes saber si
un teorema es o no es serio?

Hardy: Un teorema serio es aquel que contiene ideas
«significativas». Para esto es esencial que goce de ge-
neralidad y de profundidad.

Housman: Todo esto me parece un desfile de palabras
hiladas finamente entre si pero que realmente no sig-
nifican nada. Sé claro de una vez.

Hardy: No es facil, y seguramente no sea posible, de-
finir con rigor a lo que me refiero. Hace falta pasar
mucho tiempo en compafiia de las matematicas para
comprender lo que digo.

Housman: (Irénicamente) ;Entonces has basado tu de-
fensa racional de las matematicas en una intuicion?

Hardy: Te estas quedando s6lo en la superficie. El prin-
cipal punto de mi tesis es que las matematicas puras
son casi como el arte: son bellas en si mismas. Pero
ademads esgrimo otros motivos, como por ejemplo que

las matematicas son inofensivas.

Housman se sorprende profundamente. Para romper la
quietud que se habia instaurado en el cuarto, comienza
a dar vueltas por el escenario mientras que la ultima
frase de Hardy le ronda por la cabeza.

Housman: De todas las sorpresas que me has dado
hoy, esta es sin duda la mayor de todas. {C6mo puedes
defender que las matematicas son inofensivas! Para
bien o para mal, estan detras de muchisimos avances
cientificos. Desde los puentes que se construyen has-
ta las armas que desolan nuestra época tienen detras
matematicas.

Hardy: (Con picardia) Y nadie ha negado eso; si hubie-
ses leido mas atentamente mi libro, entenderias a lo
que me refiero. Las matematicas a las que tu te refieres
son de lo mas simples, casi que de instituto. A mi me
gusta llamarlas matematicas «triviales». Un matema-
tico auténtico no se dedica a estudiar esa parte de las
matemadticas, sino las mas inttiles e inaplicables. La
matematica mas fea, aburrida y trivial es la que suele
ser aplicable.

Housman: ;Y cudles son esas ramas tan puras de las
que hablas? (Con retintin) Supongo que las que tu es-
tudias, ;verdad?

Hardy: Yo y cualquier matematico auténtico. Y con eso
no me refiero sé6lo a Gauss o a Euler, sino también a
Maxwell, Einstein... Esas ramas van desde la teoria de
los ntimeros a la relatividad.

Housman: (Con pesadumbre) ;Y a eso le llamas td in-
ofensivo...?

Hardy: Las matematicas auténticas no tienen efecto
alguno sobre la guerra. Hasta la fecha, nadie ha des-
cubierto ningtin objetivo beligerante que se pueda
cumplir gracias a la teoria de los nimeros o la rela-
tividad.

Housman: Veo que aun no te has enterado, Hardy, pero
dentro de cinco afios se lanzardn dos bombas atémi-
cas que mataran a mas de doscientas mil personas. Se
inventaran gracias a los ultimos avances que td acabas
de calificar como «inofensivos».

Silencio.

El silencio se traga la habitacién. Hardy ha sucumbido
a su propia imaginacion; horrores infernales desfiguran
su cara con una mueca de ldstima. Su respiracion asmd-
tica lacera la mente de Housman, quien cree que acaba
de rematar a su amigo.

Hardy: Al menos las matematicas siguen siendo be-
llas.

Hardy llora. Housman, reclamado por el tiempo, desa-
parece.

FIN
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Noticiario

Hallazgos matematicos en

2023: ;ciencia viva o inmortal?

Las matemditicas, al igual que lo mds profundo del océano, todavia no han
sido exploradas del todo. Descubramos cudles han sido las veinte mil leguas de

viaje matemdtico de 2023.

Por Samuel Nevado, graduado de Matemdticas y Raquel Izquierdo, estudiante de Matemadticas

Uno de los sitios mas faciles del mundo para perder la
perspectiva sobre el universo matematico es una clase
de analisis. O de algebra, o de estadistica... da lo mismo. In-
mersos en el dia a dia, nos olvidamos de levantar la cabe-
za del pupitre, mirar al horizonte y preguntarnos qué hay
mas alla de la carrera. Al fin y al cabo, de algo vivira aquel
que investiga matematicas. Y es que efectivamente, las ma-
tematicas, al igual que lo mas profundo del océano, todavia
no han sido exploradas del todo. Afio tras afio, los pioneros
de nuestra ciencia dan un paso mas hacia lo desconocido,
y seria de mala educaciéon pasar por alto algunos de estos
hallazgos que han traido en 2023.

A TFigura 1. Teselacion cuadrada

A Figura 3. Teselacion madre cuadrada

1. Teselaciones del plano

Aquellos estudiantes jovenes que tienen dificultad en ver la
belleza de las matematicas, quiza se encuentren sorprendi-
dos al encontrar una muy estrecha relacién entre el arte y las
matematicas. Las simetrias, las diferentes perspectivas o las
proporciones presentes en las mas famosas obras artisticas
tienen mucho de nuestra ciencia querida por detras. Vamos
aver como a dia de hoy sigue vivo uno de los problemas mas
artisticos y bonitos histdricamente: el de teselar el plano.

Desde los mosaicos romanos hasta las mas modernas obras
de arquitectura, se ha jugado siempre con las teselas: figuras

. T

A Figura 2. Teselacion hexagonal

A TFigura 4. Teselacion madre hexagonal
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A Figura 5. Teselacion formada por dos
figuras diferentes.

Figura 6. Teselacion de Penrose. P>

geométricas que en unidn con otras idénticas, son capaces
de rellenar el plano de tal manera que no se solapen. Vea-
mos dos ejemplos sencillos: los cuadrados y los hexagonos.
(Figuras 1y 2).

Si nos fijamos bien en el resultado, podemos ver que esta-
mos frente a lo que se conoce como un teselado periédico.
Esto significa que existe una region del teselado que tam-
bién cubre el plano entero si lo vamos repitiendo. Algo asi
como una "tesela madre" (Figuras 3y 4).

Ademas, indagando un poco mas en este problema, pode-
mos encontrar facilmente dos figuras diferentes que, al unir-
se, teselen todo el plano; no tenemos por qué hacerlo con
una unica figura plana (Figura 5).

Con esto sobre la mesa, toca introducir el concepto de tese-
lado aperiddico. Este, como su propio nombre indica, es un
teselado que no contiene zonas periddicas arbitrariamente
grandes. Es decir, que no se va a conseguir encontrar una
region de ese disefio (que contenga a mas de una pieza) que
también tesele el plano. Lo primero que parece natural pre-
guntarse es si existe una tnica tesela que pueda generar un
teselado apreiédico; y en ese caso como deberia ser. Desde
luego, sabemos que cualquier poligono regular va a ser insu-

A TFigura 7. Teselacion madre cuadrada
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ficiente para nuestro propdsito. Si no existiera una sola pie-
za, ;podriamos encontrar un grupo de varias que cumplan
con las condiciones pedidas?

,‘

Uno de los ejemplos mas famosos del teselado aperiddico es
la teselacién de Penrose (Figura 6). Es imposible coger una
region del mismo y teselar el resto del plano con ella.

Son muchos los teselados aperiédicos que se conocen utili-
zando varias figuras planas. Sin embargo, no fue hasta 2010
cuando se presentd la tesela de Socolar-Taylor; una figura
no conexa que rellena todo el plano de manera aperiddica,
siendo esta una unica pieza. Esto supuso un avance impor-
tante, pues era la primera vez que se conseguia teselar con
una sola figura de manera aperi6dica.

No obstante, todavia quedaba un problema por resolver..
hasta este afio. ;Es posible teselar el plano de manera ape-
riddica con una sola figura plana conexa? Fueron David
Smith, Joseph Samuel Myers, Craig S. Kaplan y Chaim Good-
man-Strauss quienes publicaron un articulo en marzo de
2023 compartiendo su nuevo hallazgo: una familia de piezas
que cumplian con las condiciones recién pedidas (Figuras 7

y 8).
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A TFigura 8. Teselacion madre hexagonal
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A Figura 9. Patron de teselacion.

El camino hacia el hallazgo de este grupo de figuras naci6
desde el siguiente patrén (Figura 9).

Si se estudia atentamente el "sombrero” (parametrizado
por (1, V3), se ve que la longitud de sus lados es 1 y V3. En
realidad, esas longitudes pueden ser manipuladas indepen-
dientemente y de manera continua, produciendo la familia
mencionada de poligonos (aunque no todos ellos son ape-
riddicos).

Una vez se conoce la figura, parece complicado demostrar
que efectivamente es aperiddica. Ese es el arduo trabajo
que excede los limites que se pueden alcanzar en estas pa-
ginas.

No obstante, hay algo que todavia chirria un poco en esta
pieza, y es que para teselar el plano con ella, en ocasiones
necesitamos ponerla del revés, con su cara de arriba hacia
abajo. No es suficiente con hacerle giros en el plano para te-
selarlo con ella. En la siguiente imagen, se puede comprobar
que necesitamos poner del revés las teselas azules para con-
seguir las amarillas y poder asi teselar (Figura 10).

Sin embargo, se descubrié una tesela que podia cubrir todo
el plano usando una sola cara, a partir de una de las piezas
que conforman la familia anterior. Se cogi6 aquella cuyos la-
dos median todos lo mismo y se curvaron cada una de sus
aristas para obtener la siguiente pieza, que ahora si, teselaba
el plano de manera aperiddica y sin necesidad de poner del
revés algunas de estas piezas (Figura 11).

Ahora ya sabes; la proxima vez que te aburras en clase o en
el metro y comiences a dibujar figuras, a ver si eres capaz de
inventarte tu propia tesela aperiédica. Quiza puedas pasar
a la historia de las matematicas como lo han hecho durante
2023 estos investigadores.

A Figural0

2. Los numeros de Ramsey

En este caso se estudia un problema de enunciado sencillo
pero complicada resolucién matematica.

Se plantea la situacién de organizar una fiesta de seis per-
sonas. Cada par de personas se pueden conocer o no antes
de empezar la fiesta. Sin embargo, sea cual sea la eleccién
de los invitados, podemos asegurar a ciencia cierta que, o
bien hay tres personas que no se conocian entre si antes de
empezar la fiesta, o bien hay tres personas que ya se cono-
cian de antes. El problema puede visualizarse mediante su
representacion en forma de grafo. Dibujaremos seis vértices
que representaran a los invitados, y aristas entre ellos que
podran ser rojas (si no se conocian al comienzo de la fiesta)
o azules (si ya se conocian). Se expone a continuacién un
ejemplo de configuracion posible:

En él encontramos un ciclo de color rojo (B-D-F) enrepresen-
tacion de tres personas que no se conocian antes de entrar a
la fiesta; y también uno de color azul (A-B-C) que representa
a tres personas que si se conocian. Podemos apelar al princi-
pio del palomar para demostrar que, sea cual sea la configu-
racion de aristas, en una fiesta de seis personas siempre hay
o bien tres que no se conocen, o bien tres que si se conocen.

A raiz de este problema surgen los conocidos como nu-
meros de Ramsey. ;Cuantas personas necesitariamos
en la fiesta si quisiéramos asegurar que hay cuatro que,
o bien no se conocen entre si, o bien se conocen to-
das ellas? En este caso, la solucion resulta ser 18, y de-
cimos que el niimero de Ramsey de 4 es 18: R(4)=18.

De manera mas formal, para cada n > 3 se busca N para el
cual si coloreamos las aristas de un grafo completo K con

A Tigurall
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dos colores (azul y rojo), entonces, sea cual sea la colora-
cién, podemos asegurar que o bien hay un subgrafo K_con
todas sus aristas rojasa, o bien uno con todas azules. Al mini-
mo N para el que esto ocurre lo denotamos R(n).

En 1930, Frank Ramsey demostré que dado cualquier nua-
mero natural n, siempre podremos encontrar un grafo lo
suficientemente grande como para que resulte inevitable
encontrar las estructuras antes mencionadas: grupos de n
vértices con todas sus aristas coloreadas del mismo color.
Es decir, probé que R(n) existe y es finito para cada n. Aqui
surge una cuestién: ;como de grande es R(n)?

A dia de hoy se sabe calcular R(1), R(2), R(3) y R(4), pero no
mas alla. Si queremos montar una fiesta en la que podamos
asegurar que hay 5 personas que o bien se conocen entre si,
o bien no se conocen; necesitaremos como minimo entre 43
y 48 invitados, pero no sabemos exactamente cuantos. Y si
queremos que dicha estructura surja entre 10 personas, jla
Unica aproximacion que podemos hacer es que como mini-
mo hace falta un nimero de invitados que esta entre 798 y
17730!

El verdadero quid de la cuestion estd en encontrar una for-
mula que permita estimar el nimero de Ramsey de un natu-
ral k cualquiera. Desde que el problema se plante6 alla por
1930, lo tnico que se habia conseguido demostrar hasta el
afio pasado era que el nimero R(k) era mayor que 4¢®* y
menor que 45<°<®? para alguna constante ¢>0.

El gran avance que se ha conseguido durante 2023 ha sido
reducir la cota superior para los nimeros de Ramsey. Para
ello, Marcelo Campos, Simon Griffiths, Robert Morris y Ju-
lian Sahasrabudhe se centraron primero en el problema
de encontrar R(k,1): el minimo nimero de vértices que ha
de tener un grafo para asegurarnos de que o bien hay un
subgrafo completo de tamafio k y con aristas de color rojo;
o bien hay uno de tamafio | de color azul. Encontraron una
cota nueva para este problema estudiando lo que se cono-
ce como "libros" del grafo: grupos de vértices y aristas con
unas propiedades concretas dadas. Después fueron capa-
ces de trasladar esa cota al problema que habiamos plan-
teado originalmente y demostrar con ello que, dado un
namero natural k, R(k) < 3.993% Por pequefia que parezca
esta reduccion a simple vista, a medida que k crece, la nue-
va cota se hace rapidamente mucho mejor que la anterior.

Después de leer este breve resumen, los matematicos tene-
mos una excusay una motivaciéon para montar fiestas con un
numero de gente cada vez mayor, y asi quitarnos esa fama
que tanto nos rodea.

3. La conjetura de Kakeya

Me gusta pensar que una virtud oculta de las matematicas
es lo romanticas que pueden llegar a ser. No me refiero al
romance en un sentido clasico de amor, sino en el sentido de
una narrativa épica. Como el romance que tiene un depor-
te en equipo, cuando se consigue remontar en los ultimos
minutos y resultar victorioso. Me explicaré mejor. Resolver
un problema matematico, una conjetura, es algo que mu-
chas veces no se lleva a cabo solo, sino en equipo. Pero los
miembros del equipo no comparten el campo en el mismo
momento, a veces ni se llegan a conocer, mientras juegan un
partido que no se sabe cuando acabara. No pude evitar te-
ner esta sensacion al leer sobre la conjetura de Kakeya, que
el afio pasado volvié a ocupar butaca en la primera fila de
habladurias matematicas.

Todo comenz6 hace mas de un siglo, en 1917, cuando un ma-
tematico formuld una pregunta que a primera vista parecia
relativamente simple:

¢Cudl es la region de drea mds pequeiia en un
plano que contiene un segmento de longitud 1
apuntando en todas las direcciones?

Este matematico (y primer jugador) era Soichi Kakeya, y
siendo mas exactos, la duda se formulé para regiones con-
vexas, pero rapidamente se esgrimié de manera general.
Una visualizaciéon popular y bonita del problema es la si-
guiente: dada una aguja infinitamente fina de longitud uno,
¢;cudl es el drea mas pequefia que se puede trazar girandola
sin levantarla, asegurandonos de que ha apuntado en todas
las direcciones? Nuestro primer instinto nos dirige al circu-
lo, comprensiblemente, si rotamos la aguja sobre su centro.
Pero este instinto, aunque bueno como punto de partida, no
es mas que un primer tiro a puerta. Un tridngulo equilatero
de altura 1 es la siguiente parada, la cual nos permite ver
como podemos ir manejando la aguja de maneras mas crea-
tivas: reposamos la aguja en un lado del tridngulo tocando
un vértice, la rotamos hasta que se pose sobre otro lado,
ahora la deslizamos hasta el siguiente vértice, repitiendo el
proceso otra vez. El tercer paso nos lleva a la deltoide, ro-
tando la aguja sobre si misma a la vez que la hacemos ro-
tar sobre un circulo de radio menor (esta curva se obtiene
fijando un punto en una circunferencia inscrita en una de
radio 3 veces mayor y haciéndola rotar a lo largo del borde).
Con este paso, ya hemos reducido el drea a la mitad desde
nuestra idea original. Podriamos pensar que hasta aqui la
pesquisa. Pero la caja de Pandora de los conjuntos de Kakeya
(asi llamamos a cualquier solucién del problema) no habia
hecho sino abrirse.

<« Figura 12. El circulo y el deltoide
(Quanta Magazine)
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A Figura 13. Oskar Perron, matematico aleman, tam-
bién se sumaria al equipo, aportando una simplificacion
de la construccion original que describia Besicovitch
en [3]. Los conjuntos de Besicovitch resultantes de esta
construccion particular se conocen como arboles de Perron.

En 1919, tnicamente dos afios mas tarde, entraria al juego
A.S. Besicovitch, cuyo resultado parecié zanjar el asunto:
era posible construir conjuntos de Kakeya de area arbitra-
riamente pequefia, en los que la aguja se podia mover de
manera continua. Esta nocién de por si sola ya merece de
atencion. Para llegar a este resultado, Besicovitch usé una
herramienta introducida por un compafiero de disciplina
hungaro, Julius Pal, para mover un segmento de manera pa-
ralela con minimo barrido de area (las uniones de Pal). Esto
habilitaba una construccién de lo mas imaginativa: dividir
un tridngulo en n tridngulos méas pequefios, e irlos solapan-
do en su base arbitrariamente corta a la vez que iba aumen-
tando su altura, sabiendo que la aguja iba a poder moverse
de unos a otros. Estos conjuntos andmalos de drea € recibie-
ron el nombre de conjuntos de Besicovitch.

Pero un tanto a favor no implica el final del partido. Si es
cierto que el problema de Kakeya entr¢ al descanso durante
unas décadas, pero se retomaria en 1971, con una entrada
por todo lo alto. Charles Fefferman estaba estudiando las
propiedades de la transformada de Fourier en espacios de
Banach £’ de dimensidn 2, en particular el comportamiento
del multiplicador de Fourier de la bola unidad a la hora de
integrar, dependiendo de p. Su resultado: el operador solo
era acotado para p=2. El contraejemplo al resto de casos
posibles: un conjunto de Besicovitch. El mismo, desconcer-
tado ante su descubrimiento, afirmaba: "Y por tanto resulta
sorprendente, al menos para mi, que la conjetura del disco
sea falsa".

Entender la transformada de Fourier y sus propiedades en
dimension general es esencial en el mundo de las EDPs, el
tratamiento de sefiales, la fisica, y mas. ; Coémo podemos pre-

tender entender el edificio, si desconocemos algo que habita
disimuladamente en sus entrafias? Los conjuntos de Kakeya
irrumpieron de nuevo como objeto de estudio, y con ellos,
nuevas preguntas y nuevos jugadores para responderlas.
Entre ellas:

¢/ Coémo son los conjuntos de Kakeya en dimensio-
nes mayores?

;Y si nuestra aguja no tuviera grosor nulo, sino
positivo, por muy pequerio que fuera?

Aquellos versados en teoria de la medida (y aquellos que
no, puede que también) seran capaces de imaginar que es-
tas cuestiones conllevan un cambio drastico de enfoque, de
magquinaria y posiblemente de resultados. No obstante, an-
tes de responder a estas preguntas, debemos hacernos otra:
";Cudl es, en primer lugar, la dimensién minima de un con-
junto de Kakeya dentro de su espacio ambiente?"

Resulta que los conjuntos de Kakeya son objetos mas pe-
culiares de lo que anticipabamos, y su dimensién puede no
ser un numero natural. O mas precisamente, su dimension
de Minkowski o dimensién de Hausdorff no tienen por qué
ser naturales. Estos conceptos, que no entraremos a expli-
car con detalle aqui, son medidas usadas en el estudio de
estructuras exéticas como pueden ser los fractales, que no
ocupan el espacio en el que viven, pero tampoco pueden
ser descritos con un nimero entero de vectores linealmente
independientes, y son objeto de fascinante estudio (a modo
de cuiia publicitaria, estos conceptos se tratan en el primer
articulo del nimero de debut de la revista QED).

Tomando el testigo, aparecié Roy Davies, que en 1970 ha-
bia demostrado que un conjunto de Kakeya en el plano te-
nia dimension de Hausdorff y Minkowski 2. Asi, finalmente,
dejamos de lado la nocién de problema de Kakeya. Porque
finalmente podemos referirnos como tal a la conjetura de
Kakeya:

Todo conjunto de Kakeya en un espacio de di-
mensioén n debe tener dimension de Minkowski y
Hausdorffn.

Casi 80 afios después de que se plantara la semilla, Thomas
Wolff asentaba el siguiente hito en 1995. Habia sido capaz
de demostrar que la dimensién de un conjunto de Kakeya
en un espacio de dimensidon 3 estaba acotada inferiormente
por 5/2.Y pocos afios después, tras la muerte de Wolff en el
afio 2000, Tao, Katz y Laba daban el siguiente paso: su arti-
culo [5], dedicado a Wolff, ampliaba esta cota en cuestion de
un &, aumentando la minima dimensién admisible para un
conjunto de Kakeya en 3 dimensiones a 5/2 + &.

Aun asi, a pesar de no haberla alcanzado, la investigaciéon
de estos tres matematicos esbozaba un sendero a recorrer
hasta el cumplimiento de la conjetura en 3 dimensiones.
Los objetos que habian manejado como componentes de
sus conjuntos de Besicovitch eran d-tubos: §-entornos de
segmentos con extremos x,, x, en los planos x = { (x,y,z) :
z=0} yx={ (xy,2) : z= 1}, con orientacién casi vertical.
Estas son las agujas con grosor no nulo de nuestra segunda
pregunta. Y querian demostrar que uniones de estos tubos
que conformaran un conjunto de Kakeya debian cumplir
tres condiciones:

1. Planos: para la mayoria de puntos x (todos salvo un
conjunto de medida 0) en el conjunto de Besicovitch,
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Figura 14. Conjunto de Kakeya P>
construido a partir de arboles de
Perron

la mayoria de las lineas que pasan por x pertenencen a
un plano o a la unién de un ntimero reducido de planos.
2. Granulares: derivada de la planitud, esta propiedad su-
pone que la interseccién de un cubo de arista p con el con-
junto (estudiada a escala §), se asemejara a la unién de § x
p x p cajas paralelas al plano mencionado anterior. Es decir,
que los planos de puntos cercanos estén orientados similar-
mente.

3. Pegajosos: si dos segmentos apuntan en direcciones si-
milares, entonces deben estar cercanos entre si en el espa-
cio.

La idea brillante era que los autores sabian que estas tres
condiciones no podian coexistir. Y por tanto, si se demostra-
ba que todo contraejemplo a la conjetura cumplia estas con-
diciones, la conjetura debia ser cierta. Desafortunadamen-
te, solo consiguieron probar que todo contraejemplo debia
cumplir la condicién de planitud y granularidad. Y asi quedé
el panorama. Hasta finales de 2022.

Tao compartié sus avances en su blog en 2014, y con ener-
gias revigorizadas, Hong Wang y Joshua Zahl retomaron el
trabajo donde habia quedado. Pero no sin antes dar un giro
inesperado al guion: llevando el problema al area de la teo-
ria de proyecciones. El fruto de su investigacién no es nada
menos que admirable:

Todo conjunto de Kakeya pegajoso en R tiene
dimension de Hausdorff 3.

El argumento usado, viejo pero infalible, fue por contradic-
cién. Sabiendo las dos condiciones necesarias de planitud y
granularidad, asumian un conjunto de Kakeya pegajoso de
partida, y operaban con las tres propiedades convivientes
hasta separar en dos casos. Ambos resultaban en una con-
tradiccion, gracias a resultados de previas investigaciones
en el campo de la teoria proyectiva.

:Qué queda para que se cumpla la conjetura en tres dimen-
siones? Que todo contraejemplo sea necesariamente pegajo-
so.Y de ahi la comidilla que una vez mas la conjetura Kakeya
ha traido al mundo matematico en 2023. Por mi parte, estoy
seguro de que este no ha sido el ultimo renacer fenicio que
podremos esperar en esta linea.

Ya fuera en bisqueda de reconocimiento, orgullo, vocacién o
simplemente por coincidencia, lo que al final es innegable es
que han sido multiples los nombres (mas de los que aqui he
podido mencionar) y mayor atn su reputaciéon que han sido
parte del equipo Kakeya. Apoyandose unos en otros, descu-
briendo relaciones a priori inverosimiles, aunando distintas
areas de las matematicas... ya van mas de cien afios desde
que se pitd el comienzo del partido. Y atin continta, y con-
tinuara. De la mano de quién, esta por ver. Puede que sean
distintas caras, que vivieran en distintos mundos, pero algo
tienen en comun: todas han inscrito su nombre en la misma
pared, buscando llegar a una cima. Tienes que admitirme
que un poco romantico si que es.
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B ;COMENTARIOS, B PARTICIPA
SUGERENCIAS?

Seas estudiante, profesor u otro, de la rama de Matematicas, Psicologia,
Idiomas u otra, recibimos con brazos abiertos todo escrito que verse
Escribenos a ged.uam@gmail.com. ;Te ha sobre las matematicas en un tono educativo, formal y respetuoso.
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unas directrices que informan sobre los tipos de escrito, el proceso de
correcciény los estdndares de escritura que, si el autor decide seguirlos,

nos facilitan en gran medida la labor a miembros de las comisiones de
correccién y maquetacion.
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